Conceitos iniciais de probabilidade

Gilberto Pereira Sassi

Universidade Federal da Bahia
Instituto de Matematica e Estatistica
Departamento de Estatistica

Gilberto Sassi (IME — UFBA) Probabilidade 1/22



Introducéo: fenémeno aleatdrio, espago amostral e evento.

Objetivo

Apresentar a teoria matematica para avaliar/estimar/decidir usando as Informagdes
disponiveis.

Definicao
@ Fendomeno aleatorio: situagdes ou acontecimentos que ndo podem ser previstos
com certeza. Por exemplo: condigbes climaticas em dois dias;

© Espaco amostral: conjunto de todos os resultados possiveis de um fendmeno
aleatério.
Por exemplo: Q = {cara, coroa} no langamento de uma moeda;

© Os elementos de Q sdo denominados de pontos amostrais e usamos a letra
grega w para representa-lo;

© Eventos: subconjuntos de Q. Representamos eventos por letras do alfabeto
latino em maiusculas.
Por exemplo: Em um langamento de dado, o espaco amostral é
Q=1{1,2,3,4,5,6} e podemos considerar o evento A = {A face é par}.
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Introducéo: fenémeno aleatdrio, espago amostral e evento.

Eventos

Operagao com eventos

Unido: AUB={weQ|weAouw € B};

Interseccdo: ANB={weQ|weAewe B};
Complementagéo: A° = {w € Q |w & A};

Se AN B = (), entao A e B sao disjuntos;
SeAnB=0eAuUB =, entdo Ae B sido complementares.

060660660

Probabilidade de eventos

O objetivo da teoria de probabilidade é atribuir um valor entre 0 e 1 que corresponde a
chance do evento A ocorrer. Este valor é chamado de probabilidade e é denotado por

P(A).
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Probabilidade

Definicao

Uma fungéo P(-) é denominada de probabilidade se satisfaz as seguintes condi¢oes:
@ 0 < P(A) <1 paratodos os eventos A C Q;

Q@ P(Q)=1eP(®)=0;

@ PAIUAU---UA,) = P(A1) + P(A2) + - - + P(Ay) se A; e A séo disjuntos.
Observacao: Note que nem iii. pode ser infinito.

Observacgao

Note que AU A° = Q e An A° = (), entao, usando o item iii. da definicao de
probabilidade, temos que

P(Q) =1 = P(AU A°) = P(A) + P(A°)

e, consequentemente, P(A°) = 1 — P(A).
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Principio da equiprobabilidade

Principio da equiprobabilidade

Quando as caracteristicas de um fend6meno aleatério sugerem N resultados possiveis,
todos com igual probabilidade de ocorrer, a probabilidade de um evento A, com n
pontos amostrais, € dada por

L

P(A) = 1

Exemplo

Fenomeno aleatorio: Langamento de dados junto. Entao
@ espaco amostral: Q = {1,2,3,4,5,6};
@ Evento: A= {face par} = {2,4,6};

@ Usando o principio da equiprobabilidade, temos que P(A) = g =0,5.
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Maneira de construir probabilidade Probabilidade frequentista

Probabilidade frequentista

Probabilidade frequentista

Considere um evento A de um fenémeno aleatério e assuma que podemos realizar varias vezes esse fendmeno. Sejam
N Numero de repeticdes do fendmenos aleatério;
n Numero de vezes que o evento A foi resultado do fenémeno aleatério.
n

Entdo, a probabilidade do evento A é P(A) = N

Exemplo

@ Fenomeno aleatorio: langamento de um dado;
0 Suponha que um individuo repetiu esse fendmeno aleatério 100.000 vezes

Face | Frequéncia | Proporcdo | Porcentagem

1 16665 0,1666 16,66%
2 16622 0,1662 16,62%
3 16835 0,1683 16,83%
4 16545 0,1655 16,54%
5 16631 0,1663 16,63%
6 16702 0,1670 16,70%
Total | 100.000 | 1,0000 |  100,00%

16.622 + 16.545 + 16.702 49.869
Q P = =

= = 0,4987, em que A = {face par} = {2,4,6}.
100.000 100.000 g { par} = { }
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Maneira de construir probabilidade Probabilidade subjetiva

Probabilidade subjetiva

Probabilidade subjetiva

O pesquisador utiliza sua experiéncia, seu conhecimento e sua cogni¢ao para
determinar a probabilidade de um evento ocorrer.

Exemplo

Um especialista em conflitos armados pode atribuir um valor entre 0 e 1 para a tensao
entre a Ira e os Estados Unidos se escalar até a guerra total.

Exemplo

Um médico pode atribuir uma medida entre 0 e 1 para a plausibilidade de um paciente
se recuperar completamente.
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Maneira de construir probabilidade Suposicao tedrica

Suposigao tedrica

Suposicao tedrica

Supomos um modelo matematico para a
probabilidade dos eventos de um fené6meno aleatorio
com notacdao matematica Py(-), em que 6 € um valor
real inferido usando a amostra, como veremos nas
proximas aulas.
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Propriedades de probabilidade Regra da adicao de probabilidades

Regra da adicao de probabilidades
P(AuB) = P(A)+ P(B) — P(An B)

Exemplo
Considere os calouros de engenharia divididos em duas turmas:

Sexo | Tuma | Total
| A B |

F 21 16 37

M 5 8 13

Total | 26 24 | 50

@ Fendmeno aleatorio: Selecione ao acaso um calouro;
@ Eventos: F = {Calouro do sexo feminino} e B = {Calouro da turma B}

@ Usando principio da equiprobabilidade: P(F) = 37 P(B) = e P(FNB) = ;g
@ Usando a regra da adigao:
P(FUB) = P(B) + P(F) — P(BNF) = W 0,9.
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Probabilidade condicional e independéncia

Probabilidade condicional e independéncia

Ideia

Alguns fendmenos aleatérios podem acontecer ou ser estudados em etapas. A informagao do
que ocorreu em um determinada etapa pode influenciar nas probabilidades de ocorréncia das
etapas sucessivas.

Definigao
@ Se P(B) > 0, entdao P(A| B) = %;

@ Se P(B) =0, entdo P(A | B) = P(A).

Observacao

Pela definicao de probabilidade condicional, temos que
P(ANn B) = P(A| B)P(B) = P(B| A)P(A).
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Exemplo - continuagao

Sabendo que a pessoa é da turma A, qual a probabilidade dela se identificar com o
género feminino?

Resposta:

@ Eventos: F = {Calouro do sexo feminino} e A = {Calouro da turma A}.

@ Usando o principio da equiprobabilidade, temos que P(AN F) = % e P(A) = %
@ Usando probabilidade condicional, temos que

P(FNA) & 21
P(F|A):7P(A) =38 = o5 = 0:81.
50
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Probabilidade condicional e independéncia

Exemplo

Um restaurante oferece apenas trés opgoes de pratos: salada Caesar, prato executivo
com carne e prato executivo com peixe. O proprietario sabe que 25% dos clientes
preferem salada Caesar, 40% dos clientes preferem o prato executivo com carne e
60% dos clientes sao homens. Qual a probabilidade de um cliente escolher um prato
executivo com peixe? Sabendo que entre os clientes que preferem o prato executivo
com peixe 56% sao mulheres, qual a probabilidade de um homem escolher o prato
executivo com peixe?
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Probabilidade condicional e independéncia

Exemplo - Resposta

@ Eventos: S = {Cliente prefere salada Caesar},
C = {Cliente prefere executivo com carne},
P = {Cliente prefere prato executivo com peixe},
F = {Cliente do sexo feminino},
M = {Cliente do sexo masculino};

@ Usando a propriedade iii. da definicao de probabilidade, temos que

P(Q)=1=P(S)+ P(C)+ P(P)=0,254+0,4+ P(P)
e, entdo, P(P)=1-0,65=0,35.

@ Usando probabilidade condicional, temos que

P(PNM) P(M|P)P(P) 0,44.0,35
P(M) P(M) N 0,6

P(P|M)= =0,25.
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Probabilidade condicional e independéncia Independéncia de eventos

Independéncia de eventos

Ideia

As vezes, a acorréncia (ou nao) do evento B de um fendmeno aleatério ndo afeta a
ocorréncia (ou nao) de evento A de um fendbmeno aleatério seguinte. Quando isso
ocorre, dizemos que 0s eventos sao independentes.

Definicao
Dois eventos sdo independentes se a informagao da ocorréncia (ou ndo) do evento B
nao altera a probabilidade de A, ou seja,

P(A| B) = P(A).

Observacao
Se A e B sao independentes, entao

P(A| B)P(B) = P(A)P(B) = P(An B)

_ P(AnB) _ P(AP(B) _
PEIA =" = pay Bk
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Probabilidade condicional e independéncia Independéncia de eventos

Exemplo

Uma empresa produz pegas em duas maquinas (/ e Il) que podem apresentar
desajustes com probabilidade 0,05 e 0, 10, respectivamente. No inicio do dia de
operagao, um teste é realizado e, caso a maquina esteja desajustada, ela ficara sem
operar nesse dia passando por revisdo técnica. Suponha que as duas nao sofrem
interferéncia uma da outra. Qual a probabilidade de pelo menos uma maquina
funcionar? Qual a probabilidade das duas maquinas precisarem de ajuste no mesmo
dia?

Gilberto Sassi (IME — UFBA) Probabilidade 15/22



Probabilidade condicional e independéncia Independéncia de eventos

Exemplo - solugao

@ Eventos: M; = {Méaquina | esta desajustada} e
M, = {Mé&quina Il esté desajustada};

@ Probabilidade: P(M;) = 0,05e P(M>) =0, 1;
@ O evento pelo menos uma maquina funciona é descrito por My U Mg, isto é,

PIMS U MS)] = P(MF) + P(Mg) — P(M? 0 M)
=(1-P(M)) + (1 = P(M2)) — P(M;")P(M;)
=(1-0,05)+(1-0,1)—(1—0,05)- (1 —0,1) = 0,995.

@ Note que
P(@) = 1=P((M UM (M uMg)°)
=P ((M{ UM)) + P((Mi N Mz))

e, entdo, P(My N Mz) =1 — 0,995 = 0, 005.
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Probabilidade condicional e independéncia Teorema da probabilidade total

Particao

Os eventos Cy, ..., Cx formam uma particdo do espago amostral 2 se

Q@ CinC =0sei+#j ouseja, C;e C; sdo disjuntos;
Q@ CuCuU---UC=1Q.

Figura 1: llustragao de uma partigao.

Q
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Gilberto Sassi (IME — UFBA) Probabilidade

17/22



Probabilidade condicional e independéncia Teorema da probabilidade total

Teorema da probabilidade total

Considere Cy, Co, ..., Cx uma particao de Q2 e o eventos A C £, entao

P(A) = P(A| C1)P(Ci)+ P(A| C)P(C2) + -+ -+ P(A| Cx)P(Cx).

Figura 2: llustracdo — Teorema de probabilidade total.

Q
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Probabilidade condicional e independéncia Teorema da probabilidade total

Exemplo

Suponha que um fabricante de sorvetes recebe 20% de todo o leite que utiliza fazenda
F1, 30% da fazenda F> e 50% da fazenda F3;. A ANVISA inspecionou as fazendas de
surpresa e observou que 20% do leite produzido por F estava adulterado com agua,
enquanto que F, e F3; essa era de 5% e 2%, respectivamente. Na planta industrial da
fabricante de sorvetes, os galdes de leite sdo armazenados sem identificagao de
origem. Para um galao escolhido ao acaso, qual a probabilidade do leite estar
adulterado?

Gilberto Sassi (IME — UFBA) Probabilidade 19/22



Probabilidade condicional e independéncia Teorema da probabilidade total

Exemplo - solugao

@ Eventos: A = {Galdo adulterado}, F1 = {Galdo da fazenda F;},
F> = {Galao da fazenda F>} e F3 = {Galdo da fazenda Fs};

@ Probabilidades:

P(A|F)=0,2 | P(F)=0,2
P(A| ) =0,05 | P(Fy)=0,3
P(A| F3)=0,02 | P(F3) =0,5

@ Usando o teorema da probabilidade total, temos que

P(A) = P(A| F1)P(Fi) + P(A| F2)P(F2) + P(A | F2)P(Fs)
=0,2-0,2+0,05-0,3+0,02-0,5
=0, 065.
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Probabilidade condicional e independéncia Teorema de Bayes

Teorema de Bayes

Ideia

Conhecendo as probabilidades P(A | B), P(A) e P(B), desejamos calcular a probabilidade P(B | A). Interpretagédo: se A é um sintoma e B é um doenca,
um médico deseja calcular a probabilidade do paciente ter a doenca B se o paciente tem o sintoma A, isto é, P(B | A).

4
Teorema de Bayes
Considere Cq, Co, . . . , Cx uma partic@o do espago amostral Q e seja A C Q2 um evento. Assuma que conhecemos as probabilidades
P(A | C), P(AT Cp), . .+, P(A | Cx), P(Cy), P(Cp), - - - , P(Cy)- Entao,
P(A'| C))P(C))
P(C; | A) = (il .
P(A | C1)P(Cy) + P(A | C2)P(Cp) + - - - + P(A | Cx)P(C)
emquej=1,...,k.
y
Interpretagao
Suponha que Cy, . . ., Ck sao defeitos ou falhas que apresentam o mal funcionamento A de um determinado equipamento. Assuma que conhecemos as
probabilidades do equipamento com o defeito C; ter o mal funcionamento A:P(A | Cy), . . ., P(A | Cy) e a probabilidade do equipamento ter o defeito
Ci: P(Cq), . - ., P(Ck). Entéo, se o equipamento tem o mal funcionamento A, ele tem o defeito C; com probabilidade
P(A | G)P(Cj)
P(Cj | A) = )
P(A| C)P(Cy) + P(A | C2)P(Co) + - - - + P(A | Cx)P(Cy)
paraj =1 , k.
y
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Probabilidade condicional e independéncia Teorema de Bayes

Exemplo

Suponha que um fabricante de sorvetes recebe 20% de todo o leite que utiliza fazenda Fy, 30% da fazenda F, e 50% da fazenda
F3. A ANVISA inspecionou as fazendas de surpresa e observou que 20% do leite produzido por Fy estava adulterado com agua,
enquanto que F, e F3 essa porcentagem era de 5% e 2%, respectivamente. Na planta industrial da fabricante de sorvetes, os
galdes de leite sdo armazenados sem identificagdo de origem. A equipe do controle de qualidade testou um galdo e verificou que
ele est4 adulterado, qual a probabilidade dele ser proveniente da fazenda F; ?

Solugéo:
@ Eventos: A = {Galdo adulterado}, F; = {Galdo da fazenda Fy }, F, = {Galdo da fazenda F»} e
F3 = {Galdo da fazenda F3};

@ Probabilidades:

P(A| Fy)=0,2 P(F1) =0,2
P(A| F;) = 0,05 P(F1) =0,3
P(A| F3) =0,02 P(F3) =0,5

@ Usando o Teorema de Bayes, temos que

_ P(A | F1)P(F1)
P(A | F1)P(F1) + P(A | F2)P(F2) + P(A | F3)P(F3)

B 0,2.0,2

- 0,2-0,2+0,05-0,3+0,02-0,5

P(F1 | A)

=0,62.
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