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Verificacao da normalidade.

Objetivo
@ Checar se uma variavel aleatéria continua X tem modelo de
probabilidade normal;
@ Vamos usar:
@ histograma;
e grafico de quantis;
o teste hipdteses de Kolmogorov-Smirnov;
@ Lembre que sé podemos usar o modelo de probabilidade t-Student para
o intervalo de confianca e o teste de hipéteses para uma variavel
aleat6ria continua com modelo de probabilidade normal e variancia

populacional desconhecida.
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Histograma

Exemplo

Devido ao surgimento de um novo virus, uma empresa comecgou a vender gel
anti-séptico para as maos. Os frascos conteriam 60m/ do produto, mas
pequenas variagdes sdo comuns devido a fatores incontrolaveis na producao.
Para estudar se a fabricagdo cumpre os critérios pré-estabelecidos, 20
frascos foram selecionados aleatoriamente em um certo dia, com os
seguintes resultados:

frascos | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
contetdo ‘ 60,8 61,5 60,5 60,9 59,9 60,2 639 595 59,7 625
frascos ‘ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
contetdo ‘ 59,9 60,5 60,7 556 578 580 578 61,6 59,3 62,6

Verifique se a variavel contetdo tem distribuigdo normal.
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Verificacao da normalidade.

Histograma

Solugao

@ Aideia é desenhar o histograma e desenhamos a fungao de densidade da variavel
aleatéria N(x, sx): se o formatado do histograma e a fungao de densidade foram iguais,

temos indicios de normalidade dos dados;

@ Para determinar o nimero de classes, vocé pode usar a regra de Sturge:
Nudmero de faixas = 1 + [log,(n)], em que n é o tamanho da amostra.

Figura 1: Histograma e a func¢éo de densidade da distribuicdo normal.
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Pela Figura 1, existe indicio de normalidade dos dados.
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Grafico de quantis para duas variaveis

Grafico de quantis ou Q-Q plot

Usamos para verificar se duas variaveis aleatérias tém a mesma distribuigao;
Imagine que as amostras de X e Y tem o mesmo tamanho e considere as estatisticas de
ordemde Xe Y:
@ X(;: j-ésimo menor valor da amostra de X;
® (- j-ésimo menor valor da amostra de Y;
Entdo cada par (X, ¥(j)), = 1,...,n érepresentado por um ponto no plano cartesiano;
Seja X e Y duas variaveis quantitativas com valores observados:
X Xq,...,Xn,
Y: Yi,-eo,Ym,
emque m < n.
Entao cada par (q( i

L L
m m

),x(j)), j=1,...,m emque q( ) € o quantil de ordem # da
variavel X;

Se os pontos estiverem préximos da reta de 45°, temos uma indicagao de que as duas
variaveis tem o mesmo modelo de probabilidade.
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Grafico de quantis para duas variaveis

Exemplo

Suponha que desejamos comparar as alturas (em metros) de alunos de
ensino médio de duas escolas A e B. Uma amostra de 15 estudantes, foi

sorteada em cada um dessas e 0s resultados sdo apresentados a seguir:

Tabela 1: Alturas (em cm) para as escolas A e B.

146,5 162,22 167,1 161,6 1479
1556 1674 178,8 156,1 1441
1659 1656 164,1 161,9 1692

160,4 153,1 156,3 156,8 1754
154,1 1554 160,3 163,44 1747
161,9 151,8 1650 161,7 138,0

Escola A

Escola B

Gilberto Sassi (IME — UFBA) Teste de Hipoteses

6/16



Grafico de quantis para duas variaveis

Solucao
Valores ordenados das alturas para as duas escolas A e B:

Tabela 2: Alturas (em cm) para as escolas A e B.

144,1 146,5 1479 1556 156,1
Escola A | 161,6 161,9 162,2 164,1 165,6
165,9 167,1 167,4 169,2 178,8

138,0 151,8 153,1 154,1 1554
Escola B | 156,3 156,8 160,3 160,4 161,7
161,9 1634 165,00 174,7 1754
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Verificagdo da normalidade. Grafico de quantis

Grafico de quantis para duas variaveis quantitativas

Solugao

No grafico da Figura 2, mostramos o grafico de quantis para as duas
variaveis. A linha azul é a reta com inclinagao de 45° e os pontos estao
proximos e em torno desta reta. Logo, as duas variaveis tem o mesmo
modelo de probabilidade.

Figura 2: Grafico de quantis para as alturas das criangas na Escola A e na Escola B.
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Grafico de probabilidade normal

Imagine que
@ X com valores observados xi, ..., X, € estatistica de ordem X1y, . . ., X(n);

@ Média populacional: i e desvio padrao populacional: . Na auséncia de
w e o, podemos usar X € s.

Considere
X. P
Z(I)i (I)o_ ‘u?i:17 , N,
i—0,5
®(qp) =—7—i=1....n

emaque P(Z < z)=d(z)e Z~ N(0,1).

Para cada par (2, q;)), i = 1,...,n, desenho no ponto um plano cartesiano.
Chamamos este gréafico de quantis de grafico de probabilidade normal.
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Grafico de probabilidade normal

Solucao (continuagao)

No grafico da Figura 3, mostramos o gréafico de quantis de probabilidade
normal para a variavel conteudo. A linha azul é a reta com inclinagdo de 45°
passando pela origem e os pontos estdo proximos e em torno desta reta.
Logo, temos indicio de que a variavel conteido tem distribuicdo normal.

Figura 3: Grafico de quantis: distribuicdo normal.
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Teste de Normalidade: Kolmogorov-Smirnov
Teste de Kolmogorov-Smirnov

Objetivo

Checar se uma variavel X tem um determinado modelo de probabilidade. De
forma similar, queremos checar se a fungéo de distribuicdo acumulada Fx(x)
da variavel é Fy(x), entdo temos as hipoteses:

Ho : Fx(X) = F()(X),VX7
Hi . Fx(x) # Fo(x), para algum valor de X.
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Verificacao da normalidade. Teste de Normalidade: Kolmogorov-Smirnov

Teste de Kolmogorov-Smirnov

Exemplo

Considere uma amostra de 15 equipamentos que foram testados até a sua
falha. Verifique se essa variavel tem distribuicdo exponencial com média

1 = 8000 horas usando o teste de Kolmogorov-Smirnov ao nivel de
significancia a = 5%.

785,17  1002,96  1373,79  1487,74  2557,56
4348,16  7232,38  9491,11 9760,40 12878,08
15047,12 15622,29 18460,61 20023,98 26195,43

Tabela 3: Tempo de vida de um equipamento.

Gilberto Sassi (IME — UFBA) Teste de Hipoteses 12/16



Teste de Normalidade: Kolmogorov-Smirnov
Teste de Kolmogorov-Smirnov

Solucao
Passo 1) Primeiro vamos estabelecer as hipéteses:

Ho = Fx(x) = Fo(x),
H1 . Fx(X) 7& Fo(X),

em que Fy(x) é a fung@o de distribuicdo acumulada do modelo exponencial
com média p = 8000 horas.

Passo 2) Nivel de significancia o = 5%. (Tabela tem valores apenas para 5%,
2% e 1%).

Passo 3) Rejeitamos H, se D for grande. Ou seja, RC = {D | D > x.}, em
que

i

D = max |F(x;) — Fe(x;)| = 122("“:()((’)) — Fe(x(»))| = max |F(x()) — L

1<i<n 1<i<n

e Fo(x) = @ € uma aproximagao da fungao de distribuicao acumulada da
variavel aleatéria X.
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Teste de Normalidade: Kolmogorov-Smirnov
Teste de Kolmogorov-Smirnov

Solugao
Passo 4) Encontrando o nivel de significancia: o = 5%.
a = P(Decidir por Hy | Hy é verdadeiro)

= P(D > xc | Hp é verdadeiro).

Para encontrar x;, usamos a tabela X do livro Estatistica Béasica, e x; = 0, 264.
Passo 5) Considere F(x) = 1 — exp (—i> , x > 0. Na tabela 4, calculamos |F(x;)) — 4| ,i=1,...,n,e

m
_ i

notamos que D = maxq<j<n | F(X;) — 4| =0, 1613.
] R =1 -ee (-2
T oo
3| e B
3| e o
o | e o
D] e el
Y o
19| e ot
| oo
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Tabela 4: Calculando o valor de D.

Como D = 0, 1613 < 0, 338 e decidimos por Hy, 0 seja, ao nivel de significancia 5% decidimos que a variavel
X tem distribuicdo exponencial com média ;. = 8000.
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Teste de Normalidade: Kolmogorov-Smirnov
Teste de Kolmogorov-Smirnov

Solucao

Vamos voltar ao exemplo da maquina que enche potes com alcool gel.
Passo 1) Queremos verificar as seguintes hipéteses:

Hp : conteudo tem distribuicdo normal;
Hy : conteddo nédo tem distribuigdo normal;

Passo 2) Nivel de significancia o = 5%.

Passo 3) Rejeitamos H, se D for grande. Ou seja, RC = {D | D > x.}, em

® Xi) — X _ L
( dp(X) ) n

RC={D|D > x;}.

Passo 4) Usando a tabela X, temos que o valor critico é x; = 0,294.

que D= maxi<j<n

. Ou seja, a regiao critica é
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Teste de Normalidade: Kolmogorov-Smirnov
Verificando a normalidade dos dados

Passo 5) Usando a Tabela 5, percebemos que D = 0,0950 < 0,294 =D e
nao rejeitamos Hp. Ou seja, ao nivel de significancia o = 5%, a variavel
aleatéria conteudo tem distribuigao normal.

i x| z0=Sm | ®@) | 4 |l®@) -4
1556 | -24570 | 00070 |0,0500 | 0,430
2 |578| -12716 |0,1018 | 0,1000 | 0,0018
3 |578| -12716 |0,1018 | 0,1500 | 0,0482
4 |580| -1,638 |0,1222 | 02000 | 0,0778
5 |593 -0,4634 0,3215 | 0,2500 0,0715
6 | 59,5 -0,3556 0,3611 | 0,3000 0,0611
7 | 59,7 -0,2479 0,4021 | 0,3500 0,0521
8 | 599 | -0,1401 | 04443 | 0,4000 | 0,0443
9 | 599 | -01401 | 04443 | 04500 | 0,0057
10| 602 | 00216 |0,5086 | 05000 | 0,086
11]605| 01832 | 05727 | 05500 | 00227
12| 605 | 01832 | 05727 | 06000 | 0,0273
13607 | 02910 |0,6145 | 06500 | 0,035
14 (608 | 03448 |0,6349 | 0,7000 | 0,085
15(609 | 03987 |0,6550 | 0,7500 |  0,0950
16| 615| 07220 | 07649 | 0,8000 |  0,0351
17|616| 07759 | 07811 | 08500 | 0,0689
18625 | 12608 | 08963 | 09000 | 0,0037
19 | 62,6 1,3147 0,9057 | 0,9500 0,0443
20 | 63,9 2,0152 0,9781 | 1,0000 0,0219

Tabela 5: Normalidade dos dados.
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