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ANOVA

Comparagao de médias: dois tratamentos.

Considere N(u1,a2) e N(ug, o2) conforme ilustrado na Figura 1a.

Distribui¢&o normal Diagrama de caixa
Variancia: ¢°

Tratamento 1 Tratamento 2
K2
W $

H1 Ha Tratamento 1 Tratamento 2

(a) Variaveis aleatoérias. (b) Primeira impresséo.
Figura 1: Comparagao de médias
Queremos decidir entre as hipdteses:

Ho = 1 = po e Hi @ pq # po,

Figura 1b nos indica que rejeitaremos Hj.



ANOVA

Comparagao de médias: trés tratamentos.

Considere N(u1,02), N(u2,02) e N(us, o) conforme ilustrado na Figura 2a.

Distribui¢&o normal Diagrama de caixa
Variancia: ¢°

f— Taamenio2 Taameno3

Ha
Ha $
Hy $

M1 Ho H3 Tratamento 1 Tratamento 2 Tratamento 3

(a) Variaveis aleatoérias. (b) Primeira impresséo.
Figura 2: Comparagao de médias
Queremos decidir entre as hipdteses:
Ho: 1 = iz = pia @ Hy « pij # pij, para menos um par (7, /), 7,j € {1,2,3},i # J,

Figura 2b nos indica que rejeitaremos Hj.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

> Suponha que queremos testar Hp : puq = - -

© = Mas
» Chamamos p1, . . . , ua de tratamentos;
> Imagine que temos uma amostra de tamanho n para cada tratamento: yj;, ..., ¥in,i = 1, ..., a, conforme
ilustrado na Tabela 1;
Tratamento | Observagdes | Totais \ Médias

1 it Y ,Vm

2 21 Vo2

n Ynt Yn2

Tabela 1: Dados de um estudo completamento aleatérios e balanceados com um fator.

» Descrevemos os dados da Tabela 1 através de

2
Yj=nwn+Ti+ej €~ NO o) (1)
> Queremos testar as seguintes hipéteses
Hy:m=7p=-+=7a=0,
Hy : 7; # O parapelomenosumi,i € {1,2,...,a}.

Chamamos 7, i = 1, ..., ade efeitos do tratamentos.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

Soma dos quadrados.

Note que

a n

SSr= > > (yi—7)? =(N—-1)s?

i=1 j=1

D
Soma dos quadrados total

a

= > on(mi. —7.)? + DD i)

i=1 i=1 j=1

N—_— —™¥Y
Soma dos Quadrados dos Tratamentos  Soma dos Quadrados do Erro

a a
= Z n(y;. — }7)2 JFZ(” - 1)51'2 = SQatamentos + SQE-

i=1 i=1

SQtratamentos SQe
em que
> 2= g 38, S0 (v — ¥-)% em que N = n- a (variancia total);
> s = -1 37 ((yj — 7i.)? (variancia do tratamento /).

Se Hy : 7y =7 = --- = 74 = 0 é verdadeira, entéo Yj ~ N(y, 02),Vi, .



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

Quadrado médio.

Usando a equagao (1), podemos provar que
> E(SQmatamentos) = (a— 1)‘72 + ”7‘7'12 +eeet n'Tg;
> E(SQg) = (N - a)o?;
» Quadrado Médio dos Tratamentos: QM7 atamentos = %;

> Quadrado Médio do Erro: QMg = S2%;

_ OM7atamentos
> Fo = Prganons

E possivel provar que

2 2
) nTs4-4nTs |
> E(QM7patamentos) = 0° + —t5——2 i R

> E(QMg) = 0%
Rejeitamos Hy : 1y = 1o = --- =715 =0se Fg = W%"},’?’""S for grande.

Se Hj for verdadeiro, temos que Fy ~ Fa_1 n_g €M que F,_1 n_, € a distribuicao F.
Teste ANOVA é robusto para tratamentos com variancias ligeiramente diferentes.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

ANOVA
Rejeitamos Hp:1y =T, = -+ =1, =0 se fp>f1_q.a-1.n-a
RC={fo | fo>fi-a;a-1,N-a}
)
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Figura 3: Regido critica para ANOVA.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

ANOVA: Checando as suposicoes do modelo.

Andlise de residuo
Depois decidir entre Hy e Hy, precisamos checar as suposi¢oes do modelo:

(@) €j,j=1,...,n,i=1,..., aséo independentes;

(b) €j,j=1,...,n,i=1,..., atem distribuigdo normal;

(c) €j,j=1,...,ni=1,..., atem varidncia constante.
ej=Yj—p+T7i=y;j—m,j=1,...,ni=1,..., anao sdo observaveis pois ndo conhecemos
as médias populacionais dentro de cada tratamento, mas podemos aproximar estas médias
populacionais u; por yi.,i = 1, ..., a. Assim, podemos definimos os residuos por

e =Yi—Yi,j=1,...,ni=1,...,a (2
Usando a equagao (2), podemos usar gréaficos para checar (a), (b) e (c):

(a) Independéncia: cadapar (i +j,e;),j=1,...,n,i=1,...,a, é representado por um
ponto no plano cartesiano. Se néo existe padréo ou tendéncia,entao assumimos que ¢; séo
independentes;

e n—e..
(b) Normalidade: cada par <q(,+,v); %) ,j=1,...,ni=1 ..., aérepresentado por

um ponto no plano cartesiano, em que ®(qi)) = % e se € 0 desvio padrdo dos
residuos — este grafico € chamado de grafico de probabilidade normal. Se os pontos estao
préximos ou em cima da reta y = x, entéo ¢; tem distribui¢do normal;

©)

Variancia constante: cada par ()7,:, e,j) ,Jj=1,...,ni=1,..., a, érepresentando por
um ponto no plano cartesiano. Se n&o existe padréo ou tendéncia, entdo assumimos que ¢;
tem variancia constante.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

Exemplo

Em um experimento que deseja analisar se a resisténcia a tragdo de um tecido esta
associada com a porcentagem da fibra de algodao. Cinco niveis de porcentagem da
fibra de algodao e cinco observagdes em cada nivel de porcentagem de fibra de
algodao. Os dados estao na Tabela 2. Desenhe diagramas de caixa para cada nivel
de porcentagem de algodao. A porcentagem de algodao afeta a resisténcia a tragéo
do tecido? Use a = 5%. Calcule o valor-p.

Algodao | Observagdes | Total | Vari&ncia em cada tratamento
15 7 7 15 1 9 49 11,20
20 12 17 12 18 18 77 9,80
25 14 18 18 19 19 88 4,30
30 19 25 22 19 23 | 108 6,80
35 7 10 1" 15 1 54 8,20

| Variancia total = 26,54

Tabela 2: Resisténcia a tragdo



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

ANOVA

Solugao
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Porcentagem de fibra de algod&o

Figura 4: Diagrama de caixa com nivel de porcentagem de algodao.



ANOVA

udos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

ANOVA

Solugao
As médias populacionais de resisténcia a tragdo com porcentagem de fibra algodao séo: p15 = p + 715,

K20 = K+ To0, po5 = W+ Tos, 130 = p + T30 € 135 = p F T35
Passo 1) Queremos testar as hipéteses: Hy : 715 = Tp9 = 7p5 = T30 = 735 = 0 e

Hy @ 755 + o + 75 + T8 + 7hs > 0;
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;
Passo 3) Rejeitamos Hy se Fy = WT%+T:€"HJS for grande. Ou seja, RC = {fo | fo > Ff_q.a—1 ,N—a}v em que
N=a-n=5.5=25ea=>5;
Passo 4) Vamos encontrar o valor critico:

> P(Fa—tN—a < A_a;a—1,N—a) = P(F4,20 < fo,95.4,20) = 1 — « = 0,95, entéo fy 95,4 20 = 2, 8661;
Passo 5) Na Tabela 3, mostramos a soma dos quadrados e os quadrados médios:

Fonte de variacio | Graus de liberdade | Soma dos Quadrados | Quadrados Médios | Fo
Tratamentos a-1=4 SQiatamentos = 475.76 QMriatamentos = 118,94 ‘l”lzgta%&nmi — 14,76
Erro N— SQp = 161,20 = (1 — 1)s? + (n— 1)s3 + (1 — 1)s§ + (n— 1)s] | QMg = 8,06

Total | N—

SQr = 636,96 = (N — 1)s? | |

Tabela 3: Tabela ANOVA.

Como Fo = 14,76 > fy 95.4,20 = 2, 8661, rejeitamos Hy, ou seja, ao nivel de significancia o = 5% as
resisténcias médias ndo sdo iguais para os diferentes niveis de porcentagem de fibra de algodéao.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

ANOVA

Solugao (valor-p)
O valor-p é dado por

p=P(Fo>1f|Hy)=1—P(Fa_1n_a<To)

Usando as informagdes da Tabela 3, temos que fy = 14,76. Entao, o valor-p é dado
por
p=1—P(Faui,n—a<T)
=1—P(F420 < 14,76) Calculei usando o R
=1-1
=0

Como p = 0 < o = 0,05, rejeitamos Hy. Entao, as resisténcias médias ndo sao iguais
para os diferentes niveis (15, 20, 25, 30 e 35) de porcentagem de fibra de algodao.



ANOVA
Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

ANOVA

Solugao (Analise de residuos)
Primeiro calculamos os residuos e médias dentro de cada tratamento:

Algodao | Residuos | Média em cada tratamento | Variancia em cada tratamento
15 -28 -28 52 12 -08 9,80 11,20
20 -34 16 -34 26 2,6 15,40 9,80
25 -36 04 0,4 1,4 1,4 17,60 4,30
30 26 34 04 -26 14 21,60 6,80
35 -38 -08 02 4,2 0,2 10,80 8,20

| Variancia total = 26,54

Tabela 4: Resisténcia a tragao

(a) Na Figura 5a, os pontos est&o proximos perto da reta y = x e concluimos que ¢;
tem distribuigdo normal;

(b) Na Figura 5b, n&o existe padrao ou tendéncia e concluimos que ¢; séo
independentes;

(c) Na Figura 5¢c, ndo existe padrao ou tendéncia e concluimos que e; tem variancia
constante.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

ANOVA

Andlise de residuo

Quantis amostrais
° ~

|
o

0
Quantis teéricos

(a) Gréfico de probabilidade normal.

Residuos
Residuos

0 5 10 20 25 N

15 N
Tempo Valor ajustado

(b) Tempo x Residuos. (c) y;. x Residuos.

Figura 5: Andlise de residuos.



ANOVA
Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

ANOVA

Exemplo

Imagine que um pesquisador realizou um experimento completamente aleatério e
balanceado para checar a tratamentos ou niveis de um fator. Algumas informagoes do
experimento estao na Tabela 5. Complete a Tabela 5. As médias dos tratamentos sao
diferentes? Use a = 5%. Calcule o valor-p.

| Quadrados Médios | Fo

Fonte de variacdo \ Graus de liberdade \ Soma dos Quadrados
Mrgiamentos 7

Tratamentos a-1=38 SQatamentos =7 QM7atamentos =7 Gile
Erro N-—a=? SQe = (n—1)s? + (n—1)sZ + (n—1)s5 + (n—1)s2 = 396,8 | QMg =?
Total | N—1=19 | SQr = (N—1)s? =514,2 | |

Tabela 5: Algumas informagdes do experimento.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

ANOVA

Solugao

Passo 1) Note que a = 4 e queremos testar as seguintes hipoteses:

Hy:mm=m=m=m=0eH, :T12+T22+T§+Tf>0;

Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;

Passo 3) Rejeitamos Hy se Fyg = %W for grande. Ou seja,

RC = {fo | fo > fi_asa—1,N—a}-

Passo 4) Noteque N—a= (N —1) — (a— 1) = 16. Vamos encontrar o valor critico:
> P(FaciNn—a < fi—aqa—1,N—a) = P(F3,16 < fo,95:3,16) = 1 — a = 0,95, entéo

fo,05:3,16 = 3,2389.
Passo 5) Completamos as informacoes da Tabela 5 na Tabela 6.

| Graus de liberdade | Soma dos Quadrados | Quadrados Médios | Fo
am 3
Tratamentos | a—1=3 SQratamentos = 514,2 — 396,8 = 117,4 QM aiamentos = 113 = 39,13 ngementes — 2913 _ 1,58
Erro N-a=19-8=16 | SQr = (n— 1)} + (n—1)s§ + (n—1)s3 + (n— 1)s] = 396,8 | OMg = 228 — 24,8
Total | N—1=19 | SQr = (N—1)s? =514,2 | |

Tabela 6: Algumas informagdes do experimento.

Como fy = 1,58 < fy 95.3,16 = 3,2389, n&o rejeitamos Hp. Ou seja, ao nivel de
significancia « = 5% nédo temos evidéncia as médias dos tratamentos sao diferentes.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

ANOVA

Solugao (valor-p)
O valor-p é dado por

p=P(Fo > |H)=1-P(Fauin—a<l)
Usando as informagoes da Tabela 6, temos que fy = 1,58. Entao, o valor-p é dado por

p=1—P(Factn-a<To)
=1— P(F316 <1,58)  Calculei usando o R
=1-0,7668
=0,2332
Como p = 0,2332 > « = 0,05, ndo rejeitamos Hy. Entéo, ndo temos evidéncia para

afirmar que as médias dos tratamentos sao diferentes ao nivel de significancia
a=5%.



ANOVA
Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.
Poder e tamanho das amostras.

Poder do teste (estudos balanceados).

Imagine que
> Hipéteses: Hy: 7y = - =1a=0eHy : 72+ +72>0;
2 2
> Hj é verdade, entdo 72 + - - - 4+ 72 > 0. Chamamos f = 4/ % de size
effect;

> Fy= W%}"’;’""S ~ Fa_1 n—a (®?), em que ®2 = n- 2 e n é o nmero de
observacoes em cada tratamento;
> Ao nivel de significancia o, temos RC = {fy | fo > fi_q.a—1,N—a}-
Poder do teste é dado por

1= 6=1=P(F<fiaainalH)=1-P(Faina(®?)<faaina)

A Funcao Poder, dado o tamanho da amostra N, o nUmero de tratamentos a e os
tamanhos dos tratamentos séo n, é 7 : (0, 00) — [0, 1] dada por

w()=1-P(Factna(n ) <fiaaina), F€(0)

Alguns livros chamada a Fungao Poder de Curva de Caracteristica Operacional.



ANOVA
Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.
Poder e tamanho das amostras.

Tamanho da amostra (estudos balanceados).

Imagine que
> Hipdteses: Hy: 7y = --- =1a=0e€ H; :T12+---+7'a2 > 0;
. ~ 2 2 T12+~~~+T§ .
> H, é verdade, entdo 75 + --- + 75 > 0. Chamamos f = |/ ———2 de size
effect;

> Fo = %Aj'gem ~ Fa_1 n—a (®?),emque ®2 = n- f2 e né o nlmero de
observagdes em cada tratamento;
> Ao nivel de significancia o, temos RC = {fy | fy > fi_q.a—1,N—a}-
Dado o nimero de tratamentos a, o poder do teste 1 — 3, o nivel de significancia « e 0

size effect f. Suponha que todos os tratamentos tem o0 mesmo numero de
observagoes n, entdo o tamanho minime da amostra é N = n- ae n é solucao de

1=8=1-P(Fatnaa(n ) <h-aa1naa)



ANOVA
Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.
Poder e tamanho das amostras.

Poder do teste (estudos balanceados).

Exemplo

Em um experimento que deseja analisar se a resisténcia a tracdo de um tecido esta
associada com a porcentagem da fibra de algodao. Cinco niveis de porcentagem da
fibra de algodao e cinco observagées em cada nivel de porcentagem de fibra de
algodao. Na Tabela 7, mostramos as médias populacionais para cada nivel de
porcentagem de fibra de algodao, e a média e a variancia populacionais sem
considerar os niveis de porcentagem de fibra de algodao sao, respectivamente,

= 15e 02 = 27. Se coletarmos n = 6 observacgdes para cada nivel de porcentagem
de fibra de algodao, qual o poder do teste? Use a = 5%.

Algodao \ Médias populacionais

15 15
20 20
25 25
30 30
35 25

Tabela 7: Médias para cada nivel de porcentagem de fibra de algodao.



ANOVA
Poder e tamanho das amostras.
Tamanho da amostra (estudos balanceados).

Solucao
Passo 1) Queremos testar as hipéteses: Ho : 74 = - - =75 =0e Hy : 72 + - - - + 72 > 0;
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;
Primeiro vamos calcular os efeitos dos tratamentos:

Tm=pp —p=15-15=0 T =pup —p=20—15=5

T3=p3 —pu=25—-15=10 T4 =ps —p=30—-15=15

75 =5 —pu=35—15=20

2., ... 72
Primeiro vamos calcular o size effect: f2 = 11+ ; 5 — °2+52+‘°2+‘52+202 =5,56. Pelo
enunciado, sabemos que cada tratamento tem n =6 observagoes entao N=5.6=30ea=>5.
O parametro de nao-centralidade é dado por 2 = n- f2 = 6 - 5,56 = 33, 33.
Vamos encontrar o valor critico:
» P(Facin—a < fi—aa—1,N—a) = P (Fa—t,n—a < fo,95:4,25) =1 — o = 0,95, entdo
fo,05:4,05 = 2, 7587.

O poder do teste é dado por

1-8=1-P (Fa,1,N,a (¢2) < f0,95;4,25) =1 — P(Fs.5(33,33) < 2,7587) = 0, 9943.

1 pwr_anova_balanced (group_means = c(15, 20, 25, 30, 35), mean = 15,
2 sigma = sqrt(27), pwr = NULL, n = 6, sig_level = 0.05)

Cddigo 1: Codigo no R.



ANOVA
Poder e tamanho das amostras.
Tamanho da amostra (estudos balanceados).

Exemplo

Em um experimento que deseja analisar se a resisténcia a tragdo de um tecido esta
associada com a porcentagem da fibra de algodao. Cinco niveis de porcentagem da
fibra de algodao e cinco observagdes em cada nivel de porcentagem de fibra de
algodao. Na Tabela 8, mostramos as médias populacionais para cada nivel de
porcentagem de fibra de algodéo, e a média e a variancia populacionais sem
considerar os niveis de porcentagem de fibra de algodao sao, respectivamente,

1= 15 e 02 = 27. Para termos um poder de teste de 1 — 8 = 99%, quantas
observagoes precisam ser coletadas para cada nivel de fibra de porcentagem de
algodao? Use a = 5%.

Algoddo | Médias populacionais

15 15
20 20
25 25
30 30
35 35

Tabela 8: Médias para cada nivel de porcentagem de fibra de algodéo.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.

Poder e tamanho das amostras.

Tamanho da amostra (estudos balanceados).

1
2

Solucao
Passo 1) Queremos testar as hipéteses: Hy : 74 = - - =75 =0e Hy : 72 + - - - + 72 > 0;
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;
Primeiro vamos calcular os efeitos dos tratamentos:
Tm=pm —p=15-15=0 T =up—p=20—15=5
3=z —pu=25-15=10 T4 = s —p=30—-15=15
75 = pus —p =35 —15=20
247l

— 02482410241524202 _ 5 56 O nimero de
202 = 5.27 = 9,90.

Primeiro vamos calcular o size effect: f> =

tratamentos é a = 5.
Entao, o tamanho minime de amostra para cada tratamento é solugdo em n da seguinte equagao:

1-8=0,9=1—-P (Fa—1,n-a—a (n . fz) < f1—a;a—1,n-a—a)
=1—P(Fa,n5-5(n-5,56) < fo,054,n5-5)

Entao, precisamos de n = 5 observagoes para cada nivel de porcentagem de fibra de tecido.

pwr_anova_balanced(group_means = c(15, 20, 25, 30, 35), mean = 15, sigma = sqrt(27),
pwr = 0.99, n = NULL, sig_level = 0.05)

Cddigo 2: Codigo no R.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.
|

ntervalo de confianca para médias
Intervalo de confianca para médias
Considere o modelo dado por
Yi=up+7+e¢j, €j ~ N(0, 5?).

Neste contexto, a média para cada tratamento é p; e pode ser aproximada por

y;. = YuYelHin pode-se provar que

Vi — wi
T=- L~ ty_g
QM N-a
n

emque u;=pu+7,i=1,...,ae N=n-a. Lembre que E[QMg] = o2. Dado o
coeficiente de confianga v = 1 — alpha, temos que

e o intervalo de confianga para a média p; do tratamento /i é dado

aM: QMEe
T+,Viwt1—%;N—a T+yf- .

1C(pisy) = <t‘§‘;N—a



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.
|

ntervalo de confianca para médias

Intervalo de confianca para média

Exemplo

Em um experimento que deseja analisar se a resisténcia a tragdo de um tecido esta
associada com a porcentagem da fibra de algodao. Cinco niveis de porcentagem da
fibra de algodao e cinco observagées em cada nivel de porcentagem de fibra de
algodao. Os dados estéo na Tabela 9. Calcule o intervalo de confianga para média de
resisténcia de tragdo para cada nivel de porcentagem de fibra de algodao. Use

v = 95%.
Porcentagem de fibra de algodéo (tratamento) \ Observagoes \ Total \ Variancia em cada tratamento \ Média em cada tratamento
15 7 7 15 11 9 49 11,20 9,80
20 12 17 12 18 18 77 9,80 15,40
25 14 18 18 19 19 88 4,30 17,60
30 19 25 22 19 23 | 108 6,80 21,60
35 7 0 11 15 11 54 8,20 10,80

Tabela 9: Resisténcia a tragao



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.
|

ntervalo de confianca para médias

Intervalo de confianga para média

Solucao
Primeiro vamos calcular a tabela anova. Mostramos o resultado na Tabela 10.
Fonte de variagao \ Graus de liberdade ‘Somas de quadrado Quadrados médios Fo valor-p
Porcentagem de fibra de Algodao (Tratamento) 4 475,76 118,94 14,76 0,00
o 20 161,20 8,06
Total | 24 636,96

Tabela 10: Tabela ANOVA.
Noteque v =0,95=1— o, =0,05,a=5e N =a-n=>5-5 =25 Vamos calcular os quantis da
distribuicdo t-Student:

> P (tN—a < f%.Nfa) = P (too < fg,025:20) = 3 = 0,025, entdo fy g25.20 = —2, 086;

> P (fN_a < l%,N—a) =P (to < fp,o7520) =1 — & = 0,975, entdo ty g75,20 = 2, 086.

Entdo a média para cada nivel de porcentagem de fibra de algodao é dado:

) QMg QMg 8,06 8,06
C(u1,7) = | 71+ tgneal = =71+ tio gy = = | = | 980 — 2,086/ = —;9,80+2,086 | —
' n ' n

= (7,15;12, 45) .

Entao, a resisténcia média a tragao para fibras com 15% de fibra de algodéo esta entre 7, 15 e 12, 45.




ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.
|

ntervalo de confianca para médias

Intervalo de confianga para média

Solucao

Entao a média para cada nivel de porcentagem de fibra de algodao é dado:

IC(pz, ) = 71, +t Me 50+t Me ) _ (15,40 — 2,088,/ 89 15 40 + 2, 086, 1%
H2,Y) = | N1. %;N—a - . 1_%;N—a n = s y 20 5 20
= (12,75, 18, 05)
Ic Vo. +t Me it QMg 17,60 — 2,086, 9 17 60+ 2, 086,/ 12 %
(13,7) = | Yo. + giN—a\l iV thogn_a " = ,60 —2, 0 +2, 20
= (14, 95; 20, 25)
Ic V. +t Me e+t QMg 21,60 — 2,086, | 0% 01 6042, 086y 0
(Ha,v) = | V3. + gN-a\ iV g in_a\ — = ,60 —2, 2o 2he0+2, 20
= (18, 95; 24, 25)
e Va. +t Me . QMg 10,80 — 2,086/ 229 10,80 + 2, 086,/ 12
(15,7) = | Va. gN—a\ Ve T hogin_a\ — = ,80 —2, 20 10:80+2, 20

= (8,15;13,45) .



ANOVA
Intervalo de confianca para diferencas das médias
Intervalo de confianca para diferencas das médias
Considere o modelo dado por
Yi=p+T1i+e e~ N0, ).

Neste contexto, a média para cada tratamento é p; e pode ser aproximada por
y;. = YutYet i pode-se provar que

_ (Y. = Y) — (i — 1)

emque u; =p+7,i=1,...,ae N=n-a. Lembre que E[QMg] = o2. Dado o
coeficiente de confianga v = 1 — alpha, temos que

T ~ tN_a.

(Vi = ¥3) — (i — 1)

e o intervalo de confianga para a média u; do tratamento i é dado

2-QM _ _ 2. QM _ -
IC(ki = pj, ) = (fg;/va\/ - E+ W —Wi)iti—gn—ay/ - £+ _}/j~)> :

S t17%;N—a )




ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.
|

ntervalo de confianca para diferencas das médias

Intervalo de confianca para diferencas das médias

Exemplo

Em um experimento que deseja analisar se a resisténcia a tracdo de um tecido esta
associada com a porcentagem da fibra de algodao. Cinco niveis de porcentagem da
fibra de algodao e cinco observagdes em cada nivel de porcentagem de fibra de
algodao. Os dados estao na Tabela 11. Calcule o intervalo de confianga para a
diferenca das médias de resisténcia de tragao para cada niveis de porcentagens 20%
e 25% e para a diferenca das médias de resisténcia de tragao para cada niveis de
porcentagens 20% e 30% de fibra de algodao. Use v = 95%.

Porcentagem de fibra de algodao (tratamento) \ Observagdes \ Total \ Variancia em cada tratamento \ Média em cada tratamento
15 7 7 15 11 9 49 11,20 9,80
20 12 17 12 18 18 77 9,80 15,40
25 14 18 18 19 19 88 4,30 17,60
30 19 25 22 19 23 | 108 6,80 21,60
35 7 10 11 15 11 54 8,20 10,80

Tabela 11: Resisténcia a tragao



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.
|

ntervalo de confianca para diferencas das médias

Intervalo de confianca para diferencas das médias

Solugao
Primeiro vamos calcular a tabela anova. Mostramos o resultado na Tabela 12.

Fonte de variagao \ Graus de liberdade ~ Somas de quadrado  Quadrados médios Fo valor-p
Porcentagem de fibra de Algodao (Tratamento) 4 475,76 118,94 14,76 0,00
Erro 20 161,20 8,06

Total ‘ 24 636,96

Tabela 12: Tabela ANOVA.

Note que vy =0,95=1—~«a,a=0,05,a=5e N=a-n=5-5=25. Vamos
calcular os quantis da distribuicao t-Student:
> P (IN—a < t%,N—a) = P (t20 < ty,02520) = § = 0,025, entdo
fo,025.20 = —2, 086;
> P(iv-a<tgn-a) =P (o < loorsz0) = 1~ § = 0,975, entdo
fo, 975,20 = 2, 086.



ANOVA
Estudos completamente aleatérios e balanceados com um fator.
Intervalo de confianca para diferencas das médias

Intervalo de confianga para diferengas das médias

Solucao

Entao o intervalo para po — p3 € dado por

QMg _ _ QMg _ _
IC(p2 — p3iv) = (fa;/vfa\/ — + e =W _an_a\ | — + (2 — ya.)>
2 n 2 n
5 8,06 8,06
IC(z — 115;96%) = | —2, 086/ —— + (15,40 — 17,60);2, 0861/ —— + (15,40 — 17,60) | = (—4,85,0,45).

Ou seja, como 0 € IC(pp — pg; 95%), as resisténcias médias a tragdo para os niveis 20% e 25% de fibra de
algodao sao iguais com coeficiente de confianga v = 95%.
Entéo o intervalo para o — pg € dado por

QMg _ _ | QMg _ _
1C(po — pgiy) = ([%;N—a W + (Yo. — Va.): H—%;N—a e + (V2. — y4»)>

8,06 /8,06
IC(pg — p4;95%) = <72, 086 5 + (15,40 — 21, 60); 2, 086 e + (15,40 — 21, 60)) = (—8,85;, —3,55).

Ou seja, como 0 € IC(up — pg4; 95%), a resisténcia média a tragao do tecido com 20% de fibra de algodéo é
menor que a resisténcia média a tragao do tecido com 30% de fibra de algodao.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

» Suponha que queremos testar Hy : py = -+ = pg;
» Chamamos puq, .. ., ua de tratamentos;
> Imagine que temos uma amostra de tamanho n; para cada tratamento:

Yits oo Yinp i =1,...,8,
» Descrevemos os dados através de

Yi=ntrite, e~ NO %), j=1mi=18 @)
> Queremos testar as seguintes hipéteses

Ho:m=mp= - =7a=0,
H1:T12+---+Taz>0.

Chamamos 7;,i = 1, ..., ade efeitos do tratamentos.



ANOVA
Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

Soma dos quadrados.
Se Hy: 7 =7 =+ =75 = 0 & verdadeira, entdo Y; ~ N(u,02),j=1,...,n;,
i=1,...,a

a n
ssp= S -7? ==
i=1j=1

Soma dos quadrados total

a 5 a nj 5
= Z ni(y;. —¥-.) + Z Z(,V,'j = ¥i.)

i=1 i=1j=1

Soma dos Quadrados dos Tratamentos  Soma dos Quadrados do Erro

a a
. - (2 2
= Z n(yj. = 3--) +_Z("i — s = SQrratamentos + SQE -

SQTratamentos SQe

em que
> =2, Z/'L (vj — 7-.)?, em que N = 32 | n; (variancia total);

> 5% = 215 3, (yj — ¥.)? (variancia do tratamento J).



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

Quadrado médio.

Usando a equagao (3), podemos provar que
> E(SQatamentos) = (& —1)0% + ny72 + - - 4 nat};
> E(SQg) = (N — a)o?;
» Quadrado Médio dos Tratamentos: QM7:atamentos = %;

> Quadrado Médio do Erro: QMg = S2%;

_ OMpatamentos
> Fo = “Sigaments

emque N=3>7n.

E possivel provar que

n 7-12+~»+na7—§ .

> E (QMatamentos) = o? + a—1 )

> E(QMg) = o;
Rejeitamos Hy : 7y = o = -~ =1a=0se Fy = %ﬁ;”"’s for grande.

Se Hy for verdadeiro, temos que Fy ~ Fa_1 n_a, €M que Fa_y y_5 é a distribuicéo F.
Teste ANOVA é robusto para tratamentos com variancias ligeiramente diferentes.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

ANOVA

Rejeitamos Hp:1y =T, = -+ =1, =0 se fp>f1_q.a-1.n-a
RC={fo | fo>fi-a;a-1,N-a}
)
©
©
S
%))
c
[}
©
o
zg Ho H,
= ’ AN
u g
fl—a;a—l,N—a
Fo

_ QMyratamentos

=" gMe

eN=ng+--+n,

Figura 6: Regido critica para ANOVA.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

ANOVA: Checando as suposicoes do modelo.

Andlise de residuo
Depois decidir entre Hy e Hy, precisamos checar as suposi¢oes do modelo:

(@) €j,j=1,...,n,i=1,...,aséo independentes;
(b) €j,j=1,...,n,i=1,..., atem distribuicdo normal;
(c) €j,j=1,...,m,i=1,..., atem variancia constante.

ei=Yj—pn+ri=yj—p+7,j=1,...,nm,i=1,..., anéo sdo observaveis pois ndo
conhecemos as médias populacionais dentro de cada tratamento, mas podemos aproximar estas
médias populacionais p; por y;.,i = 1, ..., a. Assim, podemos definimos os residuos por

e =Yi—Yi,j=1,....mi=1,...,a (4)
Usando a equagao (4), podemos usar gréaficos para checar (a), (b) e (c):

(a) Independéncia: cadapar (i +j,e;),j=1,...,n,i=1,...,a, érepresentado por um
ponto no plano cartesiano. Se néo existe padréo ou tendéncia,entao assumimos que ¢; séo
independentes;

e(i+j) —e..
Se

Cx

Normalidade: cada par <q(,+,v); ),j =1,...,n,i=1,...,aérepresentado por
um ponto no plano cartesiano, em que (qi)) = % e se € 0 desvio padrdo dos
residuos — este grafico € chamado de grafico de probabilidade normal. Se os pontos estao
préximos ou em cima da reta com &ngulo 45 graus, entao ¢; tem distribuicdo normal;

©)

Variancia constante: cada par ()7,:, e,j) J=1,...,n,i=1,...,a, érepresentando por
um ponto no plano cartesiano. Se n&o existe padréo ou tendéncia, entdo assumimos que ¢;
tem variancia constante.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

Exemplo
Um experimento foi realizado para determinar se quatro temperaturas de queima
especificas afetam a densidade de um certo tipo de tijolo. Os dados estao na

Tabela 13.
Temperatura | Densidade
40 21,8 219 21,7 21,6 21,7 215 21,8
50 21,7 214 215 215
60 219 21,8 21,8 216 215
70 219 21,7 218 21,7 216 218

Tabela 13: Informagdes do experimento.

(a) As temperaturas de queima especificas afetam a densidade de um certo tipo de
tijolo? Use a = 5%.

(b) Calcule o valor-p.

(c) Faga uma andlise de residuo.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

Solucgao
Passo 1) Queremos testar as hipoteses: Hy : 11 = o =3 =14 =0€
H, :T12+722+T§+Tf > 0;
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;
Passo 3) Rejeitamos Hp se Fy = WT%+’Z€"’°S. Ouseja, RC = {fo | fo > fi—aia—1,n—a};
Passo 4) Note que ny + n» + n3 + ny = 22 e a = 4. Vamos encontrar o valor critico:
» P(Fa—tn—a < fi—aa—1,n—a) = P(Fs,18 < fo,053,18) = 1 — a = 0, 95, entdo
fo,05,3,18 = 3, 1599;
Passo 5) Usando os dados da Tabela 13, obtemos a Tabela ANOVA (mostrada na Tabela 14).

Fatores de variagao | Graus de liberdade Soma de quadrados Quadrados médios Fo
Temperatura °C 3 SQratamento = 0,139 OMrgtamento = 0,046~ Tglamentos — 2 556
Erro 18 SQe = 0,319 QMg = 0,018

Total \ 21 SQr = 0,458

Tabela 14: Tabela Anova

Lembre que SQg = (4 — 1)s? + (np — 1)s3 + (ng — 1)s5 + (ns — 1)s3, SQr = (N — 1)s% e
N=ny+nx+n3+ ng.

Como fy = 2,556 < 3,15990 = fy g5.3,23, NAO rejeitamos Hp. Ao nivel de significancia o = 5%,
nao temos evidéncia estatistica para afirmar que as densidades médias para temperaturas de
queima especifica sao diferentes.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

ANOVA

Solugao (valor-p)
O valor-p é calculado através de

p=P(Folfo|H)=1—-P(Famtn-a<h),

emque N=ny+---+ na.
Usando a Tabela 14, temos que a =4, N = 22 e fy = 2,556. Entao, temos que
p=1- P(Faf1,Nfa < fO)
=1— P (F323 <2,556)
=1-0,9199
= 0,0801.
Como p = 0,0801 > « = 0,05, nao rejeitamos Hp. Ou seja, ndo temos evidéncia

estatistica para afirmar que as densidades médias sao diferentes para as quatro
temperaturas de queima especificas.



ANOVA
Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

ANOVA

Solucéo (Analise de residuo)
Primeiro calculamos os residuos e a média dentro de cada tratamento, conforme
mostrado na Tabela 15.

Temperatura | Residuo | | s
40 0,0857 0,1857 -0,0143 -0,1143 -0,0143 -0,2143 0,0857 | 21,7143 | 0,0181
50 0,175 -0,125 -0,025 -0,025 21,5250 | 0,0158
60 0,18 0,08 0,08 -0,12 -0,22 21,7200 | 0,0270
70 0,15 -0,05 0,05 -0,05 -0,15 0,05 21,7500 | 0,0110

Tabela 15: Informagdes do experimento.

(a) Na Figura 7a, notamos que os pontos estao préximos da reta e concluimos que
¢ tem distribuigdo normal;

(b) Na Figura 7b, ndo notamos qualquer padrao ou tendéncia e concluimos que as
variaveis aleatorias ¢; s&o independentes;

(c) Na Figura 7c, ndao notamos qualquer padrao ou tendéncia e concluimos que a
variancia € constante para as variaveis aleatérias e;.



ANOVA

udos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

Andlise de residuo

02 02
] 2 01, - . o1
g 8 8
£ o 3 00 1 S
° 2 8
€ 14 o,
] -0.1 ‘
S

-0.2 o
- 0 2 0 5 10 15 20 v
Quantis tedricos Tempo Valor ajustado

(a) Gréfico de probabilidade normal. (b) Tempo x Residuos. (c) ¥;. x Residuos.

Figura 7: Andlise de residuos.
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Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

Poder do teste

Poder do teste (estudos ndo-balanceados).

No contexto do modelo da equagao (3), imagine que
> Hipoteses: Hy 7y =~ =1a=0eHy : 72+ +72>0;
> Hy é verdade, entdo 72 +--- + 72 > 0;

n17—12+~~-+na7—§

= ,emaque n; éo

> FO — QMﬁsln.aArZenms ~ Fa_1,N-a (¢2)' em que ¢2 —
numero de observacoes do Tratamento i, i =1,..., a;
» Ao nivel de significancia o, temos RC = {fy | f > fi_q.a—1,N—a}-

Poder do teste é dado por

1—B=1-P(Fo<fi_qa_1N-alH)=1-P (Faf1,Nfa (4’2) < fpa;aq,/\/fa)
emque N = ny 4+ --- 4+ na. A Funcao Poder, dado o tamanho da amostra N, o nimero
de tratamentos a e os tamanhos dos tratamentos sé@o n, é = : (0, 00) — [0, 1] dada
por

7"(¢2) =1-F (Faf1,N—a <¢2> < f17a;a—1,Nfa) ) % e (0, 00).

Alguns livros chamada a Funcéao Poder de Curva de Caracteristica Operacional.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

Poder do teste

Poder do teste (estudos ndo-balanceados).

Exemplo

Um experimento foi realizado para determinar se quatro temperaturas de queima
especificas afetam a densidade de um certo tipo de tijolo. Algumas informagdes estao
na Tabela 16. Qual o poder do teste? Use a = 5%.

Temperatura | n; L o
40 4 21 2
50 5 14 2
60 6 15 2
70 4 25 2

‘ p=21 o2=2

Tabela 16: Informagdes do experimento.

Note que uj = p + 7; € a média de cada tratamento, 0,2 € a variancia de cada
tratamento, 1 € a média total e o2 é a variancia total.



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator

Poder do teste

Poder do teste (estudos ndo-balanceados).

Solucao

Primeiro vamos calcular os efeitos dentro de cada tratamento:
T=p—p=21-21=0 To=pp—p=14-21=-7
m=pu—p=15-21=—-6 T4 =pg—p=25—-21=4

Entao, o parametro de ndo-centralidade é dada por

24 ... 2 02 (72 (—6)2 42
o2 = M7 +a 2+na7'a _4-0°+5-( 7)4+26 (—6)°+4-4 — 65,625,
o .

Vamos encontrar o quantil da distribui¢ao F:

> P(Fa_iN—a < fi_qa—1,N—a) = P(F3,15 < fo,95:3,15) = 1 — a = 0,95, entdo
fo,05,3,15 = 3,2874.

Entao o poder do teste é dado por
1= B=1—P(Fa1,n-a(®®) < fi_aa1,n-a) =1 — P (Fs,15(65,625) < 3,2874)
=1.



ANOVA
Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator
Intervalo de confianca para médias

Intervalo de confianca para médias

Considere o modelo dado por
Yj=p+1i+ e, e ~N©O,0%), j=1,...,mi=1,..a
Neste contexto, a média para cada tratamento é p; e pode ser aproximada por
- YintYig+-+Yin,
Vi=———F—"" Pode-se provar que
Y

QMg
n/

~IN-a-

emaque i =p+7,i=1,...,ae N=ny +--- + na. Lembre que E [QME] = o°.
Dado o coeficiente de confiangca v = 1 — alpha, temos que

e o intervalo de confianga para a média p; do tratamento i é dado

QM _ QM _
IC(ui, ) = <fg;/v—a\/ TE +Yiit—gn—ay/ T,E +y/.> .



ANOVA

Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator
|

ntervalo de confianca para médias

Intervalo de confianca para as médias.

Exemplo

Um experimento foi realizado para determinar se quatro temperaturas de queima
especificas afetam a densidade de um certo tipo de tijolo. Os dados estao na

Tabela 17. Construa um intervalo de confianga para a densidade média do tijolo para

temperatura de queima igual a 40. Use v = 99%.

Temperatura | Densidade Vi. s?
40 21,8 219 21,7 216 21,7 215 218 21,7143 0,0181
50 21,7 214 215 215 21,5250 0,0158
60 21,9 21,8 218 216 21,5 21,7200 0,0270
70 21,9 21,7 218 21,7 216 21,8 21,7500 0,0110

| 7. =21,6909 | s2 =0,0218

Tabela 17: Informagdes do experimento.



ANOVA
tudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator
Intervalo de confianca para médias

Intervalo de confianca para as médias.

Solucao
Primeiro vamos calcular a tabela anova. Mostramos o resultado na Tabela 18.
Fatores de variagao \ Graus de liberdade Soma de quadrados Quadrados médios Fo
T ° =0,1 - =0, 04 Mrgamentos _ o
emperatura ©C 3 SQ7ratamento = 0: 139 QM7 atamento = 0, 046 fel7/ =2, 556
Erro 18 SQp = 0,319 QMg = 0,018
Total | 21 SQr = 0,458

Tabela 18: Tabela ANOVA.

Noteque v = 0,99 =1 — o, = 0,05,a= 4, N — a= 18e N = 22. Vamos calcular os quantis da distribuicao t-Student:
> P (era < r%’Nfa) =P (g < fo,005,18) = 3 = 0,025, entdo fg o515 = —2, 878;

> P (w_a < r%),\,_a) =P (g < fo,005,18) =1 — § = 0,995, entdo lo gos;20 = 2, 876.

Entao o intervalo de confianga é dado por

Me Mg 21,7143 — 2,878 0,018 21,7143 + 2 878,/70'018
V. tta. .+ a. = ;21, +
1 S iN—a 1 1—5iN—a m ’ g 7 » 7

m

1C(kq 5 )

= (21,57;21,86) .

Entao, a densidade média populagao dos tijolos com temperatura de queima igual a 40 esta entre 21, 57 e 21, 86.



ANOVA
Intervalo de confianca para diferencas das médias
Intervalo de confianca para diferencas das médias
Considere o modelo dado por
Yj=p+1i+ e, 6~ N(©0,0%), j=1,...,mi=1,.a
Neste contexto, a média para cada tratamento é p; e pode ser aproximada por
- YirtYigt-+Vin,;
Vi = Pode-se provar que
_ Y=Y — (i — )
QMg (l + %)

n; )

T

~ IN_a-

emque i =p+7,i=1,...,ae N=nq +--- 4 na. Lembre que E [QMg] = ¢°.
Dado o coeficiente de confianga v = 1 — «, temos que

Vi — Vi) — (i — 1y
N=P|tan o< (Y /) (ki N/) < t17%;N—a .
1 1
QME( + ”j)

n

e o intervalo de confianga para a média u; do tratamento i é dado

101 o 101 o
1C(pj — pjv) = (f%;m_a QMg (;, + ;j) + i — ) o gN-a QMg (E + ;j) + (7. —y,_)) .
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Estudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator
|

ntervalo de confianca para diferencas das médias

Intervalo de confianca para diferencas das médias

Exemplo

Um experimento foi realizado para determinar se quatro temperaturas de queima
especificas afetam a densidade de um certo tipo de tijolo. Os dados estao na
Tabela 19. Construa um intervalo de confianga para a diferenga das densidades
médias do tijolo para temperaturas de queima igual a 40 e 60. Use v = 99%.

Temperatura | Densidade | Vi. | s?
40 21,8 219 21,7 216 21,7 215 218 21,7143 0,0181
50 21,7 214 215 215 21,5250 0,0158
60 21,9 21,8 218 216 21,5 21,7200 0,0270
70 21,9 21,7 218 21,7 216 21,8 21,7500 0,0110

| 7. =21,6909 | s2 =0,0218

Tabela 19: Informagdes do experimento.



ANOVA

tudos completamente aleatérios e nao-balanceados com um fator
|

ntervalo de confianca para diferencas das médias

Intervalo de confianca para diferencas das médias

Primeiro vamos calcular a tabela anova. Mostramos o resultado na Tabela 20.
Fatores de variagéo \ Graus de liberdade Soma de quadrados Quadrados médios Fo
Te tura ©C 3 sQ 0,139 oM 0,006 MIgtamentos _ 5, 556
emperatura Tratamento = 0 Tratamento = 0> Qg =2
Erro 18 SQF = 0,319 QMg = 0,018
Total | 21 SQr =0, 458

Tabela 20: Tabela ANOVA.

Notequev =0,99 =1 — o, « = 0,05,2a= 4, N — a= 18 e N = 22. Vamos calcular os quantis da distribuicao ¢-Student:
> P (iN—a < t%,N—a) =P (r13 < f0.005;18) = § =0,025entdo {y gos5;18 = —2, 878;
> P (tha < I%YN%) =P (g < lo,005,18) =1 — § = 0,995, entéo Iy ggs;20 = 2, 878.

Entao o intervalo de confianga é dado por:

T 11
(g — g, ¥) = | (7. —73.) +ta.ny_ar| M| — + — )i (1. —73.) +ti_a.y_an| QMg | — + —
1 3 (7 3.) % iN-a el (n 3.) + 4 % iN-a .

1 1 1 1
= <(21,7143 —21,72) — 2,878,|0,018 (— + —);(21,7143 —21,72) +2,878,(0,018 (— + —)) =(-0,230,22).
7 5 7 5

Entdo, como 0 € /C(p1q — pg, 99%), as densidades médias dos tijolos para temperaturas de queima iguais a 40 e 60 s&o iguais.
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