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PREFACIO A
SEXTA EDICAO

N esta edi¢do atendemos a solicitagcdo de leitores que sugeriram modifica-
¢des em alguns topicos considerados dificeis. Por exemplo, o topico sobre quantis
empiricos agora traz o calculo utilizando o histograma, deixando a definicdo mais
geral para a secdo de Problemas e Complementos.

Inimeras correcdes foram feitas na edicdo anterior, a medida que as sucessivas
tiragens foram editadas. Nesta sexta edi¢c8o outros erros foram corrigidos, mas sabe-
mos que diversos persistirdo! Agradecemos aos diversos leitores que nos enviaram
correcOes e sugestoes.

Acrescentamos problemas a diversas segdes do livro e substituimos o conjunto
de dados sobre o Brasil (CD-Brasil) com informacdes atualizadas da Contagem da
Populacdo 2007 feita pelo IBGE. Os dados também estdo disponiveis na pagina
http:/www.ime.usp.br/~pam.

Os leitores que desejarem contatar os autores poderdo usar os enderegos ele-
trénicos. morettin@editorasaraiva.com.br e bussab@editorasaraiva.com.br.

Os Autores
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PREFACIO A
QUINTA EDICAO

Esta edicdo é uma revisdo substancial da edi¢do anterior deste livro. Cinco novos
capitulos foram adicionados, e os demais foram revisados e atualizados.

Cremos que este texto, com a escolha adequada dos topicos, possa ser utilizado por
alunos de diversas areas do conhecimento. O Site do Professor, disponivel na Internet
(http://www.saraivauni.com.br), fornece uma discussao mais longa sobre roteiros apro-
priados para cursos de diferentes niveis.

Com essa filosofia em mente, procuramos incluir no texto uma quantidade de
informacdo substancial em cada capitulo. Obviamente caberd ao professor escolher
0 material apropriado para cada curso desenvolvido.

O livro é dividido em trés partes. A primeira trata da analise de dados unidimensionais
e bidimensionais, com atencao especial a métodos graficos. Pensamos que a leitura dessa
parte é essencial para o bom entendimento das demais. Recomendamos que o aluno tra-
balhe com dados reais, embora isso ndo seja uma necessidade essencial, pois normalmen-
te um primeiro curso de estatistica é dado no inicio do programa do aluno, que nao possui
ainda um conhecimento sélido dos problemas de sua area. A segunda parte trata dos
conceitos basicos de probabilidades e variaveis aleatdrias. Finalmente, na terceira parte,
estudamos os tépicos principais da inferéncia estatistica, além de alguns temas especiais,
como regressao linear simples. Um capitulo sobre noc@es de simulacdo foi adicionado,
pois tais nog¢Oes sdo hoje fundamentais em muitas areas.

O uso de algum pacote computacional é fortemente recomendado para a pratica dos
conceitos desenvolvidos. Apresentamos exemplos de aplicagdes utilizando alguns desses
pacotes: Minitab, Excel e SPlus. Mas, evidentemente, outros pacotes poderdo ser usados.

No final do livro, apresentamos varios conjuntos de dados que poderdo ser utiliza-
dos pelos alunos. Esses dados também estdo disponiveis nas seguintes paginas da Internet:

http: /www.ime.usp.br/~pam
http: /www.saraivauni.com.br

Finalmente, agradecemos a todos aqueles que enviarem sugestdes e comentarios com
a finalidade de melhorar a presente edi¢do. Para tanto, além do correio normal, os leitores
poderdo usar 0s enderecos eletrbnicos dos autores: morettin@editorasaraiva.com.br e
bussab@editorasaraiva.com.br.
Os Autores
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Em alguma fase de seu trabalho, o pesquisador depara-se com o problema de anali-
sar e entender um conjunto de dados relevante ao seu particular objeto de estudos. Ele
necessitara trabalhar os dados para transformé-los em informacdes, para comparé-los
com outros resultados, ou ainda para julgar sua adequacdo a alguma teoria.

De modo bem geral, podemos dizer que a esséncia da Ciéncia é a observacao e que seu
objetivo basico ¢ a inferéncia, que pode ser dedutiva (na qual se argumenta das premissas as
conclusBes) ou indutiva (por meio da gual se vai do especifico ao geral).

A inferéncia estatistica € uma das partes da Estatistica. Esta é a parte da metodologia da
Ciéncia que tem por objetivo a coleta, reducao, analise e modelagem dos dados, a partir do
que, finalmente, faz-se a inferéncia para uma populacdo da qual os dados (a amostra) foram
obtidos. Um aspecto importante da modelagem dos dados é fazer previsoes, a partir das
quais se podem tomar decisdes.

Na primeira parte deste livro estaremos interessados na reducdo, analise e interpretacao
dos dados sob consideracdo, adotando um enfoque que chamaremos de andlise
exploratéria de dados (AED). Nessa abordagem tentaremos obter dos dados a maior
guantidade possivel de informacdo, que indique modelos plausiveis a serem utilizados
numa fase posterior, a analise confirmatdria de dados (ou inferéncia estatistica).

Tradicionalmente, uma analise descritiva de dados limita-se a calcular algumas
medidas de posicdo e variabilidade, como a média e variancia, por exemplo. Contraria
a essa tendéncia, uma corrente mais moderna, liderada por Tukey (1977), utiliza prin-
cipalmente técnicas gréaficas, em oposi¢do a resumos numéricos. Isso ndo significa
gue sumarios ndo devam ser obtidos, mas uma analise exploratéria de dados ndo deve
se limitar a calcular tais medidas.

1.2 Modelos

Fundamentalmente, quando se procede a uma analise de dados, busca-se alguma
forma de regularidade ou padréo ou, ainda, modelo, presente nas observagdes.
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2 CAPITULO 1 — PRELIMINARES

Exemplo 1.1. Imagine que estejamos estudando a relacdo entre rendimentos e gastos
de consumo de um conjunto de individuos. Podemos obter um grafico como o da
Figura 1.1. O que se espera, intuitivamente, é que 0s gastos de um individuo estejam
diretamente relacionados com os seus rendimentos, de modo que € razoavel supor
uma “relacdo linear” entre essas duas quantidades. Os pontos da Figura 1.1 ndo estdo
todos, evidentemente, sobre uma reta; essa seria 0 nosso padrdo ou modelo. A diferen-
ca entre os dados e 0 modelo constitui os residuos.

Figura 1.1: Relacdo entre consumo e rendimento.

Consumo
.
. | Residuo
.
o H© ° Dado 2229
Rendimento
Podemos, entdo, escrever de modo esquematico:
Dados = Modelo + Residuos
ou, ainda,
D=M+R. (1.1)

A parte M é também chamada parte suave (ou regular ou, ainda, previsivel) dos
dados, enquanto R é a parte aleatoria. A parte R é tdo importante quanto M, e a anélise
dos residuos constitui uma parte fundamental de todo trabalho estatistico. Basicamen-
te, s@o o0s residuos que nos dizem se 0 modelo € adequado ou ndo para representar 0s
dados. De modo coloquial, 0 que se deseja é que a parte R ndo contenha nenhuma
“suavidade”, caso contrario mais “suavizacdo” é necessaria.

Uma analise exploratdria de dados busca, essencialmente, fornecer informacdes
para estabelecer (1.1).

1.3 Técnicas Computacionais

O desenvolvimento rapido e constante na area de computacdo foi acompanhado pela
introdugdo de novas técnicas de analise de dados, notadamente de métodos graficos e de
métodos chamados de computacdo intensiva (como 0 método bootstrap, que sera tratado
brevemente neste livro).
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Para a implementacdo dessas técnicas, foram desenvolvidos pacotes estatisticos, atual-
mente usados em larga escala tanto no meio académico como em industrias, bancos, érgaos
de governo etc. Esses pacotes podem ser genéricos ou especificos. Os pacotes genéricos
(como o Minitab, Splus, SPSS, SAS etc.) sdo adequados para realizar uma gama variada
de andlises estatisticas. Os pacotes especificos sdo planejados para realizar analises particu-
lares de uma determinada area.

Por outro lado, os pacotes podem exigir maior ou menor experiéncia computacional
dos usuarios. Alguns operam com menus, e seu uso é mais simples. Outros requerem
maior familiaridade com o computador e sdo baseados em linguagens proprias.

Do ponto de vista de sistema operacional, a maioria dos pacotes é programada para
uso em microcomputadores que operam com o sistema Windows. Todavia, um nimero
razoavel de pacotes ja tem versdes para o sistema Linux.

Em alguns exemplos deste livro usaremos alguns pacotes e, em cada caso, explicitaremos
qual esta sendo usado. Ndo queremos fazer recomendacfes sobre nenhum pacote em parti-
cular, porque cremos que o leitor utilizara aquele com o qual estiver mais acostumado, ou
aquele(s) que estiver(em) a sua disposicéo.

Listamos, na Tabela 1.1, alguns pacotes genéricos utilizados na area de Estatistica.
Salientamos, também, que existem planilhas a venda no mercado que possuem op-
cOes para certas técnicas estatisticas. Dentre estas, mencionamos o Excel e o Lotus.

Tabela 1.1: Alguns pacotes estatisticos genéricos.

Pacote Ambiente Fabricante
MINITAB WIN Minitab, Inc., USA
SAS WIN SAS Institute, Inc., USA
SPLUS WIN, LINUX Insightfull Inc.
SPSS WIN SPSS, Inc., USA
STATGRAPHICS WIN Stat. Graphics, Inc., USA

Além dos pacotes estatisticos, ha outros pacotes de grande utilidade para realizar tarefas
matematicas. Dentre estes, mencionamos 0 Mathematica, o Maple, o Gauss e 0 Mat Lab.

1.4 Métodos Grdficos

Como dissemos na introducdo, os métodos graficos tém encontrado um uso cada
vez maior devido ao seu forte apelo visual. Normalmente, é mais facil para qualquer
pessoa entender a mensagem de um grafico do que aquela embutida em tabelas ou
SUMArios numericos.

Os gréficos sdo utilizados para diversos fins (Chambers et al., 1983):

(@) buscar padrdes e relaces;
(b) confirmar (ou ndo) certas expectativas que se tinha sobre os dados;
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(c) descobrir novos fenémenos;
(d) confirmar (ou ndo) suposicdes feitas sobre 0s procedimentos estatisticos usados; e
(e) apresentar resultados de modo mais rapido e facil.

Podemos usar métodos graficos para plotar os dados originais ou outros dados deriva-
dos deles. Por exemplo, a investigacdo da relacdo entre as variaveis da Figura 1.1 pode ser
feita por meio daquele diagrama de dispersdo. Mas podemos também “ajustar” uma reta aos
dados, calcular o desvio (residuo) para cada observacdo e fazer um novo gréfico, de consu-
mo contra residuos, para avaliar a qualidade do ajuste.

Com o progresso recente da computacdo grafica e a existéncia de hardware e
software adequados, a utilizacdo de métodos graficos torna-se rotineira na anéalise
de dados. Contudo, muitos graficos podem ser feitos sem o recurso de programas de
computador.

Neste texto introduziremos graficos para a visualizacdo e resumo de dados, no
caso de uma ou duas variaveis, principalmente. Nog¢des para o caso de trés ou mais
variaveis serdo rapidamente abordadas. Graficos com o propésito de comparar duas
distribuicbes também serdo tratados.

1.5 Conjuntos de Dados

No final do livro aparecem alguns conjuntos de dados que serdo utilizados nos exemplos
ou nos exercicios propostos. Aconselhamos os leitores a reproduzir os exemplos, usan-
do esses dados, bem como resolver os problemas, pois somente a efetiva manipulacéo de
dados pode levar a um bom entendimento das técnicas apresentadas.

Os conjuntos de dados apresentados provém de diferentes fontes, que sdo mencio-
nadas em cada conjunto e depois explicitadas nas referéncias.

Os leitores, é claro, poderdo usar as técnicas apresentadas em seus proprios con-
juntos de dados.

Como salientamos na sec¢do 1.3, usaremos alguns programas computacionais dis-
poniveis para analises estatisticas. Decidimos pela utilizacdo de dois pacotes, o SPlus
e 0 Minitab, e de uma planilha, o Excel. Embora o ultimo ndo possa ser considerado
um aplicativo estatistico, sua grande difusdo entre os usuarios de computadores pessoais
motivou nossa escolha.

Alguns conjuntos de dados sdo parte de conjuntos maiores. Todos esses dados
podem ser obtidos no enderego:

http://www.editorasaraiva.com.br/uni

Usaremos um nome curto para identificar cada conjunto de dados. Por exemplo, o
Conjunto de Dados 1 serad designado simplesmente por CD-Brasil, o Conjunto de Da-
dos 4, por CD-Poluigéo etc.



1.6 PLANO DO LIVRO 5

1.6 Plano do Livro

Na primeira parte do livro trataremos, nos Capitulos 2 a 4, de técnicas gréaficas e
numeéricas que nos permitirdo fazer uma primeira analise dos dados disponiveis. No
Capitulo 2 estudaremos como resumir os dados por meio de distribuicBes de freqtién-
cias e como representa-los graficamente por meio de gréaficos em barras, histogramas
e ramo-e-folhas. No Capitulo 3 veremos as principais medidas numéricas resumidoras
de um conjunto de dados: medidas de posicado (ou localizacdo) e medidas de dispersao
(ou de variabilidade). A partir dessas medidas poderemos construir graficos importantes,
como o grafico de quantis e o desenho esquematico (ou box plot). No Capitulo 4
trataremos do caso em que temos duas varidveis. Estaremos interessados em verificar
se existe alguma associacdo entre duas variaveis e como medi-la. O caso de trés varia-
veis serd considerado brevemente.

Na segunda parte introduzimos 0s conceitos basicos sobre probabilidades e variaveis
aleatorias. A idéia é que a primeira parte sirva de motivacdo para construir os modelos
probabilisticos da segunda parte. No Capitulo 5 tratamos da nocdo de probabilidade, suas
propriedades, probabilidade condicional e independéncia. Também consideramos o teorema
de Bayes e destacamos sua importancia em problemas de inferéncia. As variaveis aleatorias
discretas sao estudadas no Capitulo 6 e as continuas, no Capitulo 7. Em particular, séo intro-
duzidos os principais modelos para variaveis aleatorias. O caso de duas varidveis aleatorias &
considerado no Capitulo 8.

No Capitulo 9 introduzimos nocOes basicas de simulag¢do. Esse assunto é muito impor-
tante, notadamente quando se quer avaliar algum modelo construido para uma situacdo real.

A terceira parte trata da inferéncia estatistica. Nesta parte todos os conceitos apreen-
didos nas duas partes anteriores sdo imprescindiveis. Os dois grandes problemas de
inferéncia, estimacao e teste de hip6teses sdo estudados nos Capitulos 11 e 12 respectiva-
mente, apds serem introduzidas no Capitulo 10 as nogdes basicas de amostragem e distri-
buicdes amostrais. O caso de duas populagdes é considerado no Capitulo 13 e de varias
populaces no Capitulo 15. Basicamente, sao desenvolvidos testes para médias, propor-
¢Oes e variancias. O Capitulo 14 trata dos chamados testes do qui-quadrado para dados
que aparecem sob a forma de tabelas de contingéncia. Finalmente, no Capitulo 16 estuda-
mos com algum detalhe o modelo de regresséo linear simples.

Em cada capitulo ha, sempre que possivel, uma se¢do com exemplos computacionais.
Isso significa que algum conjunto de dados é analisado utilizando-se um ou alguns dos
programas mencionados acima. Em geral, sdo problemas um pouco mais dificeis do que
aqueles exemplificados nas demais se¢des ou, entdo, tém o carater de ilustrar o uso de tais
pacotes para simulacGes, por exemplo. Recomendamos que o leitor tente reproduzir esses
exemplos para adquirir experiéncia na manipulagcdo de dados e procura de eventuais mode-
los que possam representa-los.
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Capitulo 2

Resumo de Dados

2.1 Tipos de Variaveis

Para ilustrar o que segue, consideremos 0 seguinte exemplo.

Exemplo 2.1. Um pesquisador esta interessado em fazer um levantamento sobre alguns
aspectos socioecondmicos dos empregados da secdo de orcamentos da Companhia MB.
Usando informacgGes obtidas do departamento pessoal, ele elaborou a Tabela 2.1.

De modo geral, para cada elemento investigado numa pesquisa, tem-se associado
um (ou mais de um) resultado correspondendo a realizacdo de uma caracteristica (ou
caracteristicas). No exemplo em questdo, considerando-se a caracteristica (variavel)
estado civil, para cada empregado pode-se associar uma das realizagdes, solteiro ou
casado (note que poderia haver outras possibilidades, como separado, divorciado,
mas somente as duas mencionadas foram consideradas no estudo). Podemos atribuir
uma letra, digamos X, para representar tal variavel. Observamos que o pesquisador
colheu informac@es sobre seis variaveis:

Varidvel Representagdo
Estado civil X
Grau de instrucéio Y
Nomero de filhos z
Saldrio S
Idade U
\

Regidio de procedéncia

Algumas variaveis, como sexo, educacdo, estado civil, apresentam como possiveis rea-
lizacbes uma qualidade (ou atributo) do individuo pesquisado, ao passo que outras, como
namero de filhos, salario, idade, apresentam como possiveis realizaces nimeros resultan-
tes de uma contagem ou mensuracdo. As variaveis do primeiro tipo sdo chamadas qualitati-
vas, e as do segundo tipo, quantitativas.
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Dentre as variaveis qualitativas, ainda podemos fazer uma distincdo entre dois
tipos: varidvel qualitativa nominal, para a qual ndo existe nenhuma ordenagdo nas
possiveis realizagOes, e varidvel qualitativa ordinal, para a qual existe uma ordem
nos seus resultados. A regido de procedéncia, do Exemplo 2.1, é um caso de variavel
nominal, enquanto grau de instrucdo é um Exemplo de varidvel ordinal, pois ensinos
fundamental, médio e superior correspondem a uma ordenacdo baseada no numero de
anos de escolaridade completos. A varidvel qualitativa classe social, com as possiveis
realizacdes alta, média e baixa, € outro exemplo de varidvel ordinal.

De modo analogo, as varidveis quantitativas podem sofrer uma classificacdo dicotdmi-
ca: (a) varidveis quantitativas discretas, cujos possiveis valores formam um conjunto finito
ou enumeravel de nimeros, e que resultam, freqlientemente, de uma contagem, como por
exemplo numero de filhos (0, 1, 2, ...); (b) variaveis quantitativas continuas, cujos possiveis
valores pertencem a um intervalo de nimeros reais e que resultam de uma mensuracao,
como por exemplo estatura e peso (melhor seria dizer massa) de um individuo.

A Figura 2.1 esquematiza as classificacfes feitas acima.

Figura 2.1: Classificacdo de uma varidvel.

Nominal
Qualitativa

Ordinal

Varidvel

Discreta
Quantitativa

Continua

Para cada tipo de variavel existem técnicas apropriadas para resumir as informagoes,
donde a vantagem de usar uma tipologia de identificagdo como a da Figura 2.1. Entre-
tanto, verificaremos que técnicas usadas num caso podem ser adaptadas para outros.

Para finalizar, cabe uma observagdo sobre varidveis qualitativas. Em algumas situa-
¢cBes podem-se atribuir valores numéricos as varias qualidades ou atributos (ou, ain-
da, classes) de uma variavel qualitativa e depois proceder-se a analise como se esta
fosse quantitativa, desde que o procedimento seja passivel de interpretacéao.

Existe um tipo de variavel qualitativa para a qual essa quantificacdo ¢ muito util: a
chamada variavel dicotdmica. Para essa variavel s6 podem ocorrer duas realizacdes,
usualmente chamadas sucesso e fracasso. A variavel estado civil no exemplo acima
estaria nessa situacdo. Esse tipo de variavel aparecera mais vezes nos proximos capitulos.
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Tabela 2.1: Informagdes sobre estado civil, grau de instrugdo, nimero de filhos, saldrio (expresso
como fragdio do saldrio minimo), idade (medida em anos e meses) e procedéncia de 36
empregados da secdio de orgamentos da Companhia MB.

N Estado Grau de Ne de Saldrio Idade Regidio de
civil instrucdo filhos | (xsal. min.) | gnos | meses | Procedéncia
1 solteiro | ensino fundamental — 4,00 26 03 inferior
2 casado | ensino fundamental 1 4,56 32 10 capital
3 | casado | ensinofundamental 2 525 3% 05 capital
4 solteiro ensino médio - 573 20 10 outra
5 solteiro | ensino fundamental — 6,26 40 o7 outra
6 casado | ensino fundamental 0 6,66 28 00 interior
7 solteiro | ensino fundamental — 6,86 A1 00 inferior
8 | solteiro | ensinofundamental — 7,39 43 04 capital
9 | casado ensino médio 1 7,59 34 10 capital
10 solteiro ensino médio - 7,44 23 06 outra
11 casado ensino médio 2 8,12 33 06 interior
12 solteiro | ensino fundamental — 8,46 27 11 capital
13 solteiro ensino médio — 8,74 37 05 outra
14 casado | ensino fundamental 3 8,95 44 02 outra
15 casado ensino médio 0 913 30 05 interior
16 solteiro ensino médio - 935 38 08 outra
17 | casado ensino médio 1 9,77 31 07 capital
18 casado | ensino fundamental 2 9,80 39 o7 outra
19 | solteiro superior — 10,53 25 08 interior
20 solteiro ensino médio — 10,76 37 04 interior
21 casado ensino médio 1 11,06 30 09 outra
22 | solteiro ensino médio — 11,59 34 02 capital
23 solteiro | ensino fundamental — 12,00 4] 00 outra
24 casado superior 0 12,79 26 01 outra
25 casado ensino médio 2 13,23 K?) 05 interior
26 casado ensino médio 2 13,60 35 (00) outra
27 solteiro | ensino fundamental — 13,85 46 o7 outra
2 casado ensino médio 0 14,69 29 08 interior
29 casado ensino médio 5 14,71 40 06 interior
30 | casado ensino médio 2 15,99 35 10 capital
31 solteiro superior - 16,22 31 05 outra
32 casado ensino médio 1 16,61 36 04 interior
33 casado superior 3 17,26 43 (074 capital
34 | solteiro superior — 18,75 33 07 capital
35 | casado ensino médio 2 19,40 48 1 capital
36 casado superior 3 23,30 42 02 interior

Fonte: Dados hipotéficos.

2.2 Distribuicées de Freqiiéncias

Quando se estuda uma variavel, o maior interesse do pesquisador é conhecer o compor-
tamento dessa variavel, analisando a ocorréncia de suas possiveis realizagdes. Nesta se¢do
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veremos uma maneira de se dispor um conjunto de realizacGes, para se ter uma idéia global
sobre elas, ou seja, de sua distribuicéo.

Exemplo 2.2. A Tabela 2.2 apresenta a distribuicdo de freqliéncias da variavel grau de
instrucdo, usando os dados da Tabela 2.1.

Tabela 2.2: Freqgiiéncias e porcentagens dos 36 emprega-
dos da se¢dio de orgamentos da Companhia
MB segundo o grau de instrugdo.

Grau de Freqiéncia Propor¢do | Porcentagem
instrucdo n, f 100f,
Fundamental 12 0,3333 33,33
Médio 18 0,5000 50,00
Superior 6 0,1667 16,67
Total 36 1,0000 100,00

Fonte: Tabelo 2.1.

Observando os resultados da segunda coluna, vé-se que dos 36 empregados da com-
panhia, 12 tém o ensino fundamental, 18 o ensino médio e 6 possuem curso superior.

Uma medida bastante Gtil na interpretacdo de tabelas de frequéncias € a proporcdo de
cada realizacdo em relagdo ao total. Assim, 6/36 = 0,1667 dos empregados da companhia
MB (secdo de or¢camentos) tém instrucdo superior. Na Ultima coluna da Tabela 2.2 séo
apresentadas as porcentagens para cada realizacdo da varidvel grau de instru¢do. Usaremos
a notagdo n. para indicar a frequéncia (absoluta) de cada classe, ou categoria, da variavel, e a
notagdo f. = n/n para indicar a proporcéo (ou freqtiéncia relativa) de cada classe, sendo n
0 numero total de observagdes. As propor¢des sdo muito Gteis quando se quer comparar
resultados de duas pesquisas distintas. Por exemplo, suponhamos que se queira comparar a
variavel grau de instrucdo para empregados da se¢do de orcamentos com a mesma variavel
para todos os empregados da Companhia MB. Digamos que a empresa tenha 2.000 empre-
gados e que a distribuicdo de frequéncias seja a da Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Freqiiéncias e porcentagens dos 2.000
empregados da Companhia MB, segundo o
grau de instrucéio.

. - Freqiéncia Porcentagem
Grau de instrucéio n 100 f
Fundamental 650 32,50
Médio 1.020 51,00
Superior 330 16,50
Total 2.000 100,00

Fonte: Dados hipotéticos.
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N&o podemos comparar diretamente as colunas das freqliéncias das Tabelas 2.2 e 2.3,
pois os totais de empregados sdo diferentes nos dois casos. Mas as colunas das porcenta-
gens sdo comparaveis, pois reduzimos as freqiiéncias a um mesmo total (no caso 100).

A construcdo de tabelas de freqiiéncias para variaveis continuas necessita de certo
cuidado. Por exemplo, a construcdo da tabela de frequéncias para a varidvel salério,
usando o mesmo procedimento acima, ndo resumira as 36 observa¢des num grupo
menor, pois ndo existem observagdes iguais. A solucdo empregada é agrupar os dados
por faixas de salario.

Exemplo 2.3. A Tabela 2.4 da a distribuicdo de freqliéncias dos salarios dos 36 empregados
da secdo de orcamentos da Companhia MB por faixa de salarios.

Tabela 2.4: Freqgiiéncias e porcentagens dos 36 empre-
gados da se¢éio de orgamentos da Compa-
nhia MB por faixa de saldrio.

Classe de saldrios Frequéncia Porcentagem
n 100f,
4,00+ 8,00 10 27,78
8,00+ 12,00 12 3333
12,00+ 16,00 8 2222
16,00 + 20,00 5 13,89
20,00+ 24,00 1 2,78
Total 36 100,00

Fonte: Tabela 2.1.

Procedendo-se desse modo, ao resumir os dados referentes a uma variavel continua,
perde-se alguma informacdo. Por exemplo, ndo sabemos quais sdo os oito salarios da
classe de 12 a 16, a ndo ser que investiguemos a tabela original (Tabela 2.1). Sem
perda de muita precisdo, poderiamos supor que todos os oito salarios daquela classe
fossem iguais ao ponto médio da referida classe, isto é, 14 (o leitor pode verificar qual
0 erro cometido, comparando-os com os dados originais da Tabela 2.1). Voltaremos a
este assunto no Capitulo 3. Note que estamos usando a notacdo a b para o intervalo
de numeros contendo o extremo a mas ndo contendo o extremo b. Podemos também
usar a notacdo [a, b) para designar o mesmo intervalo a — b.

A escolha dos intervalos é arbitraria e a familiaridade do pesquisador com os dados é
que lhe indicara quantas e quais classes (intervalos) devem ser usadas. Entretanto,
deve-se observar que, com um pequeno nimero de classes, perde-se informacédo, e com
um numero grande de classes, 0 objetivo de resumir os dados fica prejudicado. Estes dois
extremos tém a ver, também, com o grau de suavidade da representacdo gréafica dos dados,
a ser tratada a seguir, baseada nestas tabelas. Normalmente, sugere-se o uso de 5 a 15
classes com a mesma amplitude. O caso de classes com amplitudes diferentes é tratado no
Problema 10.



14

CAPITULO 2 — RESUMO DE DADOS

1. Escalas de medidas. A seguir descrevemos outros possiveis critérios para classificar varid-
veis, em funcdo da escala adotada. Observe a similaridade com a classificacdo apresen-
tada anteriormente. Nossas observacées sdo resultados de medidas feitas sobre os elementos
de uma populacéo. Existem quatro escalas de medidas que podem ser consideradas:

Escala nominal. Nesta escala somente podemos afirmar que uma medida é diferente ou
n&o de outra, e ela é usada para categorizar individuos de uma populacdo. Um exemplo é
o sexo de um individuo. Para cada categoria associamos um numeral diferente (letra ou
nmero). Por exemplo, no caso de sexo: podemos associar as letras M (masculino) e F
(feminino) ou 1 (masculino) e 2 (feminino). Néo podemos realizar operacdes aritméticas
aqui e uma medida de posicéo apropriada é a moda. (As medidas citadas nesse problema,
como a média, mediana e moda, sdo definidas no Capitulo 3.)

Escala ordinal. Aqui podemos dizer que uma medida é diferente e maior do que outra.
Temos a situac@o anterior, mas as categorias sdo ordenadas, e a ordem dos numerais
associados ordena as categorias. Por exemplo, a classe socioecondmica de um individuo
pode ser baixa (1 ou X), média (20uY) e alta (3 ou Z). Transformacées que preservam a
ordem ndo alteram a estrutura de uma escala ordinal. No exemplo acima, podemos
representar as categorias por 1, 10 e 100 ou A, L e Z. Medidas de posicéo apropriadas
sdo a mediana e a moda.

Escala intervalar. Nesta escala podemos afirmar que uma medida é igual ou diferente,
maior e quanto maior do que outra. Podemos quantificar a diferenca entre as categorias
da escala ordinal. Necessitamos de uma origem arbitrdria e de uma unidade de medida.
Por exemplo, considere a temperatura de um individuo, na escala Fahrenheit. A origem é
0°F e a unidade é 1°F. Transformacées que preservam a estrutura dessa escala séo do
tipoy=ax +b, a>0. Por exemplo, a transformacéo y = 5/9 (x — 32) transforma graus
Fahrenheit em centigrados. Para essa escala, podemos fazer operacées aritméticas, e mé-
dia, mediana e moda sdo medidas de posicdo apropriadas.

Escala razdo. Dadas duas medidas nessa escala, podemos dizer se séo iguais, ou se
uma é diferente, maior, quanto maior e quantas vezes a outra. A diferenca com a escala
intervalar é que agora existe um zero absoluto. A altura de um individuo é um exemplo de
medida nessa escala. Se ela for medida em centimetros (cm), 0 cm é a origeme 1 cm éa
unidade de medida. Um individuo com 190 cm é duas vezes mais alto do que um individuo
com 95 cm, e esta relacdo continua a valer se usarmos 1 m como unidade.
Ou seja, a estrutura da escala razéo néo é alterada por transformacées da forma 'y = ¢x,
¢ > 0. Por exemplo, y = x/100 transforma cm em m. As estatisticas apropriadas para a
escala intervalar séo também apropriadas para a escala razéo.

Para cada uma das varidveis abaixo, indique a escala usualmente adotada para resu-
mir os dados em tabelas de freqiiéncias:
(a) Salérios dos empregados de uma indUstria.
(b) Opinido de consumidores sobre determinado produto.
(c) Numero de respostas certas de alunos num teste com dez itens.
(d) Temperatura didria da cidade de Manaus.
(e) Porcentagem da receita de municipios aplicada em educacéo.
() Opinigo dos empregados da Companhia MB sobre a realizacdo ou néo de cursos
obrigatérios de treinamento.

(g) Ql de um individuo.
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2. Usando os dados da Tabela 2.1, construa a distribuicdo de freqiéncias das varidveis:
(a) Estado civil.
(b) Regido de procedéncia.
(c) Numero de filhos dos empregados casados.

(d) Idade.

3. Para o Conjunto de Dados 1 (CD-Brasil), construa a distribuicdo de freqiéncias para as
varidveis populacéo urbana e densidade populacional.

2.3 Grdficos

Como ja salientamos no Capitulo 1, a representacdo grafica da distribuicdo de uma
variavel tem a vantagem de, rapida e concisamente, informar sobre sua variabilidade. Exis-
tem varios graficos que podem ser utilizados e abordaremos aqui 0s mais simples para
variaveis quantitativas. No Capitulo 3, voltaremos a tratar deste assunto, em conexao com
medidas associadas a distribuicdo de uma variavel.

2.3.1 Grdficos para Variaveis Qualitativas

Existem varios tipos de gréaficos para representar varidveis qualitativas. Varios sdo
versOes diferentes do mesmo principio, logo nos limitaremos a apresentar dois deles:
graficos em barras e de composi¢do em setores (“pizza” ou retangulos).

Exemplo 2.4. Tomemos como ilustracdo a variavel Y: grau de instrucdo, exemplificada
nas Tabelas 2.2 e 2.3. O grafico em barras consiste em construir retangulos ou barras,
em que uma das dimensdes é proporcional & magnitude a ser representada (n, ou f),
sendo a outra arbitréria, porém igual para todas as barras. Essas barras sdo dispostas
paralelamente umas as outras, horizontal ou verticalmente. Na Figura 2.2 temos o
grafico em barras (verticais) para a variavel Y.

Figura 2.2: Gréfico em barras para a varidvel Y: grau de instrugéo.

20 4

[S,]

Frequéncia
)
1

Fundamental Médio Superior
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Ja o grafico de composicdo em setores, sendo em forma de “pizza” o mais conhecido,
destina-se a representar a composicdo, usualmente em porcentagem, de partes de um todo.
Consiste num circulo de raio arbitrario, representando o todo, dividido em setores, que
correspondem as partes de maneira proporcional. A Figura 2.3 mostra esse tipo de gréfico
para a variavel Y. Muitas vezes € usado um retdngulo no lugar do circulo, para indicar o todo.

Figura 2.3: Grdfico em setores para a varidvel
Y: grau de instrugdo.

1(12; 33,3%)

2(18; 50,0%)
3(6; 16,7%)

1 = Fundamental, 2 = Médio e 3 = Superior

2.3.2 Grdficos para Varidveis Quantitativas

Para varidveis quantitativas podemos considerar uma variedade maior de representa-
cOes gréficas.

Exemplo 2.5. Considere a distribuicdo da variavel Z, nimero de filhos dos empregados
casados da secdo de orcamentos da Companhia MB (Tabela 2.1). Na Tabela 2.5 temos as
frequéncias e porcentagens.

Além dos gréficos usados para as variaveis qualitativas, como ilustrado na Figura 2.4,
podemos considerar um grafico chamado gréafico de dispersdo unidimensional, como o da
Figura 2.5 (a), em que os valores sdo representados por pontos ao longo da reta (provida de
uma escala). Valores repetidos sdo acompanhados por um ndmero que indica as repeticdes.
Outra possibilidade é considerar um grafico em que os valores repetidos sdo “empilhados”,
um em cima do outro, como na Figura 2.5 (b). Pode-se também apresentar o ponto mais alto
da pilha, como aparece na Figura 2.5 (c).

Figura 2.4: Grdfico em barras para a variavel Z:
nGmero de filhos.

Frequéncia

0 1 2 3 4
Nomero de filhos




2.3 GRAFICOS 17

Figura 2.5: Gréficos de dispersdo unidimensionais para a varidvel Z: nomero de filhos.

A
° 7+ °
° 61
e o 5+ o
e o o 40
e o o o 3 °
e o o o 2
4 5 7 3
e o o o ° e o o o ° 1 °
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5z| o 1 2 3 4 52

(a) (b) (c)

Para varidveis quantitativas continuas, necessita-se de alguma adaptagéo, como no exemplo
a seguir.

Tabela 2.5: Fregiiéncias e porcentagens dos
empregados da segdio de orga-
mentos da Companhia MB, se-
gundo o ndmero de filhos.

Ne de filhos | Freqiiéncia | Porcentagem

Z, n, 100f
0 4 20
1 5 25
2 7 35
3 3 15
5 1 5

Total 20 100

Fonte: Tabela 2.1.

Exemplo 2.6. Queremos representar graficamente a distribuicdo da varidvel S, salério
dos empregados da secdo de orcamentos da Companhia MB. A Tabela 2.4 fornece a
distribuicdo de frequéncias de S. Para fazer uma representacdo similar as apresentadas
anteriormente, devemos usar o artificio de aproximar a variavel continua por uma
varidvel discreta, sem perder muita informacdo. Isto pode ser feito supondo-se que todos
os salarios em determinada classe sdo iguais ao ponto médio desta classe. Assim, os dez
salarios pertencentes a primeira classe (de quatro a oito salarios) serdo admitidos iguais
a 6,00, os 12 salérios da segunda classe (oito a doze salérios) serdo admitidos iguais a
10,00 e assim por diante. Entdo, podemos reescrever a Tabela 2.4 introduzindo os pon-
tos médios das classes. Estes pontos estdo na segunda coluna da Tabela 2.6.
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Com a tabela assim construida podemos representar os pares (s, n,) ou (s, f.), por um
grafico em barras, setores ou de dispersdo unidimensional. Veja a Figura 2.6.

Figura 2.6: Grdfico em barras para a variavel S:
saldrios.

o N

Frequéncia

SO N A OO0 @©

6 10 14 18 22
Saldrio

O artificio usado acima para representar uma variavel continua faz com que se
perca muito das informacdes nela contidas. Uma alternativa a ser usada nestes casos é
o grafico conhecido como histograma.

Tabela 2.6: Distribuicdo de freqiiéncias da variével S, saldrio
dos empregados da segdio de orgamentos da

Companhia MB.

Classes de Ponto médio | Freqiiéncia | Porcentagem
saldrios s, n, 100 f
4,00+ 8,00 6,00 10 27,78
8,00+ 12,00 10,00 12 33,33
12,00+ 16,00 14,00 8 22,22
16,00+ 20,00 18,00 5 13,89
20,00+ 24,00 22,00 1 2,78
Total — 36 100,00

Fonte: Tabela 2.4.

Exemplo 2.7. Usando ainda a variavel S do Exemplo 2.4, apresentamos na Figura 2.7
0 histograma de sua distribuicéo.

O histograma é um gréafico de barras contiguas, com as bases proporcionais aos inter-
valos das classes e a area de cada retdngulo proporcional a respectiva frequéncia. Pode-se
usar tanto a freqtiéncia absoluta, n, como a relativa, f. Indiquemos a amplitude do i-ésimo
intervalo por A,. Para que a area do retangulo respectivo seja proporcional a f, a sua altura
deve ser proporcional a f/A, (ou a n/A), que é chamada densidade de freqtiéncia da
i-ésima classe. Quanto mais dados tivermos em cada classe, mais alto deve ser o retangulo.
Com essa convencgéo, a area total do histograma serd igual a um.
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Quando os intervalos das classes forem todos iguais a A, a densidade de freqliéncia da
i-esima classe passa a ser f/A (ou n/A). E claro que marcar no eixo das ordenadas os valores
n, f, n/A ou f/A leva a obter histogramas com a mesma forma; somente as areas € que
serdo diferentes. O Problema 10 traz mais informagdes sobre a construgdo de histogramas.

Figura 2.7: Histograma da variével S: saldrios.

Densidade de ,
freqiiéncia 339
0,080 +

0,060 +

0,040 +

0,020 +

4,00 8,00 1200 1600 20,00 24,00 Salério

Para facilitar o entendimento, foi colocada acima de cada setor (retdngulo) a res-
pectiva porcentagem das observagfes (arredondada). Assim, por meio da figura, po-
demos dizer que 61% dos empregados tém salario inferior a 12 salarios minimos, ou
17% possuem salario superior a 16 salarios minimos.

Do mesmo modo que usamos um artificio para representar uma varidvel continua
como uma variavel discreta, podemos usar um artificio para construir um histograma
para variaveis discretas. A Figura 2.8 é um exemplo de como ficaria o histograma da
variavel Z, nimero de filhos dos empregados casados da se¢do de or¢camentos da Com-
panhia MB, segundo os dados da Tabela 2.5. O gréfico é suficientemente auto-explicativo,
de modo que omitimos detalhes sobre sua construcao.

Figura 2.8: Histograma da variével Z: nomero de filhos.

Densidade de
frequiéncias

Ne de filhos
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2.4 Ramo-e-Folhas

Tanto o histograma como os graficos em barras ddo uma idéia da forma da distribuicao da
varidvel sob consideracdo. Veeremos, no Capitulo 3, outras caracteristicas da distribuicdo de uma
variavel, como medidas de posicdo e dispersdo. Mas a forma da distribuicao é tdo importante
quanto estas medidas. Por exemplo, saber que a renda per capita de um pais é de tantos déla-res
pode ser um dado interessante, mas saber como esta renda se distribui € mais importante.

Um procedimento alternativo para resumir um conjunto de valores, com o objetivo de se
obter uma idéia da forma de sua distribuicdo, é o ramo-e-folhas. Uma vantagem deste diagrama
sobre 0 histograma é que ndo perdemos (ou perdemos pouca) informagéo sobre os dados em si.

Exemplo 2.8. Na Figura 2.9 construimos o ramo-e-folhas dos salarios de 36 empregados da
Companhia MB (Tabela 2.1). N&o existe uma regra fixa para construir o ramo-e-folhas, mas
a idéia basica é dividir cada observacdo em duas partes: a primeira (0 ramo) € colocada a
esquerda de uma linha vertical, a segunda (a folha) é colocada a direita. Assim, para 0s
salérios 4,00 e 4,56, 0 4 € o ramo e 00 e 56 sdo as folhas.

Um ramo com muitas folhas significa maior incidéncia daquele ramo (realizagéo).

Figura 2.9: Ramo-e-folhas para a
variavel S: saldrios.

4 00 56

5 25 73

6 26 66 86

7 39 44 59

8 12 46 74 95
9 13 35 77 80
10 53 76

11 06 59

12 00 79

13 23 60 85

14 69 71

15 99

16 22 61

17 26

18 75

19 40

20

21

22

23 30

Algumas informacdes que se obtém deste ramo-e-folhas séo:

(a) Ha um destaque grande para o valor 23,30.

(b) Os demais valores estdo razoavelmente concentrados entre 4,00 e 19,40.

() Um valor mais ou menos tipico para este conjunto de dados poderia ser, por exemplo, 10,00.

(d) H& uma leve assimetria em direcdo aos valores grandes; a suposicdo de que estes dados
possam ser considerados como amostra de uma populagdo com distribuicdo simétrica, em
forma de sino (a chamada distribuicdo normal), pode ser gquestionada.
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A escolha do nimero de linhas do ramo-e-folhas é equivalente a escolha do nimero de
classes de um histograma. Um numero pequeno de linhas (ou de classes) enfatiza a parte M
da relacdo (1.1), enquanto um ndmero grande de linhas (ou de classes) enfatiza a parte R.

Exemplo 2.9. Os dados abaixo referem-se a dureza de 30 pecas de aluminio (Hoaglin,
Mosteller e Tukey, 1983, pag. 13).

53,0 70,2 84,3 69,5 77,8 87,5 53,4 82,5 67,3 54,1
70,5 71,4 95,4 51,1 74,4 55,7 63,5 85,8 53,5 64,3
82,7 78,5 55,7 69,1 72,3 59,5 55,3 73,0 52,4 50,7
Na Figura 2.10 temos o ramo-e-folhas correspondente. Aqui, optamos por truncar

cada valor, omitindo os décimos, de modo que 69,1 e 69,5, por exemplo, tornam-se
69 e 69 e aparecem como 9 na linha que corresponde ao ramo 6.

Figura 2.10: Ramo-e-folhas para os dados de du-
reza de pegas de aluminio.

5 01 2 3 3 3 45 5 5 9
6 3 47 9 9

7 | 00 1 2 3 4 7 8

8 2 2 4 5 7

9 5

Este é um exemplo em que temos muitas folhas em cada ramo. Uma maneira
alternativa € duplicar os ramos. Criamos os ramos 5* e 5°, 6* e 6° etc., onde coloca-
mos folhas de 0 a 4 na linha * e folhas de 5 a 9 na linha . Obtemos o ramo-e-folhas
da Figura 2.11.

Um ramo-e-folhas pode ser “adornado” com outras informagdes, como o nume-
ro de observagdes em cada ramo. Para outros exemplos, veja o Problema 19.

Figura 2.11: Ramo-e-folhas para os
dados de dureza, com
ramos divididos.
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___Problemgs |

4. Contou-se o ndmero de erros de impresséo da primeira pdgina de um jornal durante
50 dias, obtendo-se os resultados abaixo:

8 1 8 12 14 13 11 14 14 15

10 14 19 6 12 7 5 8 8
10 16 10 12 12 8 11 6 7 12
7 10 14 5 12 7 9 12 11 9
14 8 14 8 12 10 12 22 7 15

(a) Represente os dados graficamente.
(b) Faca um histograma e um ramo-e-folhas.

5. Usando os resultados do Problema 2 e da Tabela 2.3:
(a) construa um histograma para a varidvel idade; e
(b) proponha uma representacdo gréfica para a varidvel grau de instrugéo.

6. As taxas médias geométricas de incremento anual (por 100 habitantes) dos 30 maiores
municipios do Brasil estdo dadas abaixo.

367 182 373 410 430
128 814 243 417 536
396 654 584 735 363
293 282 845 528 54
777 465 188 212 426
278 554 090 509 407

(a) Construa um histograma.
(b) Construa um gréfico de dispersao unidimensional.

7. Vocé foi convidado para chefiar a secdo de orcamentos ou a secéo técnica da Compa-
nhia MB. Apés analisar o tipo de servico que cada secéo executa, vocé ficou indeciso e
resolveu tomar a deciséo baseado em dados fornecidos para as duas secées. O departa-
mento pessoal forneceu as dados da Tabela 2.1 para os funciondrios da secdo de
orcamentos, ao passo que para a secdo técnica os dados vieram agrupados segundo as
tabelas abaixo, que apresentam as freqiiéncias dos 50 empregados dessa secéo, segundo
as varidveis grau de instrucao e saldrio. Baseado nesses dados, qual seria a sua deci-
sGo? Justifique.

Instrugdio Freqiéncia
Fundamental 15
Médio 0
Superior 5
Total 5
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Classe de Salérios Freqiiéncia
7,50 10,50 14
10,50+ 13,50 17
13,50+ 16,50 11
16,50+ 19,50 8
Total 5

8. Construa um histograma, um ramo-e-folhas e um grdfico de dispersdo unidimensional

para o conjunto de dados 2 (CD-Municipios).

2.5 Exemplos Computacionais

Nesta secdo vamos analisar dois dos conjuntos de dados apresentados no final do

livro, utilizando técnicas vistas neste capitulo e programas computacionais.

Exemplo 2.10. Considere o conjunto de notas em Estatistica de 100 alunos de um
curso de Economia (conjunto de dados 3, CD-Notas). O histograma dos dados estd na
Figura 2.12, que mostra que a distribuicdo dos dados é razoavelmente simétrica. O
grafico de dispersdo unidimensional e o ramo-e-folhas correspondentes estdo nas Fi-
guras 2.13 e 2.14, respectivamente, e ambos contém informacgdo semelhante a dada

pelo histograma.

Figura 2.12: Histograma para o CD-Notas. SPlus.
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Figura 2.13: Grdfico de dispersdo unidimensional para o CD-Notas. Minitab.

Figura 2.14: Ramo-e-folhas para o CD-Notas. Minitab.

5

555

000055555

000000555555
00000000055555555555
000000000000055555555555
0000005555555555
000000555

005

000

O V0O NOOU MW —

Exemplo 2.11. O conjunto de dados 4 (CD-Poluic&o) traz dados sobre a polui¢do na cidade
de Sao Paulo. Tomemos os dados de temperatura, de 1° de janeiro a 30 de abril de 1991
(120 dados). Essas observaces constituem o que se chama série temporal, ou seja, os da-
dos séo observados em instantes ordenados do tempo. Espera-se que exista relagdo entre as
observagdes em instantes de tempo diferentes, o que ndo acontece com os dados do exemplo
anterior: a nota de um aluno, em principio, é independente da nota de outro aluno qualquer.
O gréafico dessa série temporal esta na Figura 2.15. Observa-se uma variacao da temperatura
no decorrer do tempo, entre 12 e 22 °C.

Figura 2.15: Dados de temperatura de Séo Paulo. SPlus.
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O histograma e o gréafico de dispersdo unidimensional estdo nas Figuras 2.16 e 2.17,
respectivamente, mostrando que a distribuicdo dos dados ndo é simétrica. O ramo-e-folhas
da Figura 2.18 ilustra 0 mesmo comportamento.

Figura 2.16: Histograma dos dados de temperatura de Sdo Paulo. SPlus.
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Figura 2.17: Grdfico de disperséo unidimensional para os dados de
temperatura de Sdo Paulo. Minitab.

12.8 14.4 160 17.6 19.2 208

Figura 2.18: Ramo-e-folhas para os dados de temperatura de
Séio Paulo. Minitab.

12 8

13 128

14 0012588899

15 112222225558899

16 000000013344678999

17 000000001236688888999

18 00000000001111233345566889999999
19 00000000012289

20 00011

21 0

Em cada figura esta indicado o pacote computacional que foi utilizado, com as
devidas adaptacdes.
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2.6 Problemas e Complementos

9. AMB IndUstria e Comércio, desejando melhorar o nivel de seus funciondrios em cargos
de chefia, montou um curso experimental e indicou 25 funciondrios para a primeira
turma. Os dados referentes & secdo a que pertencem, notas e graus obtidos no curso
estdo na tabela a seguir. Como havia ddvidas quanto & adocdo de um Unico critério de
avaliagdo, cada instrutor adotou seu préprio sistema de afericdo. Usando dados daquela
tabela, responda as questdes:

(a) Apds observar atentamente cada varidvel, e com o intuito de resumi-las, como vocé

(b)

(c)
(d)

(e)

identificaria (qualitativa ordinal ou nominal e quantitativa discreta ou continua) cada
uma das 9 varidveis listadas?

Compare e indique as diferencas existentes entre as distribuicdes das variaveis Direito,
Politica e Estatistica.

Construa o histograma para as notas da variével Redacéo.

Construa a distribuicéo de freqiiéncias da varidvel Metodologia e faca um gréfico
para indicar essa distribuicdo.

Sorteado ao acaso um dos 25 funciondrios, qual a probabilidade de que ele tenha
obtido grau A em Metodologia?

(f) Se, em vez de um, sortedssemos dois, a probabilidade de que ambos tivessem tido A
em Metodologia é maior ou menor do que a resposta dada em (e)?
(g) Como é o aproveitamento dos funciondrios na disciplina Estatistica, segundo a segéo
a que eles perfencem?
Secdio .. - - , R . - .
Func ) Administr. | Direito | Redagéio | Estatist. | Inglés | Metodologia | Politica | Economia
1 P 8,0 9,0 8,6 9,0 B A 9,0 85
2 P 8,0 9,0 70 9,0 B C 65 80
3 P 8,0 9,0 8,0 8,0 D B 9,0 85
4 P 6,0 9,0 8,6 8,0 D C 60 85
5 P 8,0 9,0 8,0 9,0 A A 6,5 9,0
6 P 8,0 9,0 85 10,0 B A 6,5 95
7 P 8,0 90 8,2 8,0 D C 90 70
8 T 10,0 9,0 75 8,0 B C 6,0 85
9 T 8,0 90 94 9,0 B B 10,0 8,0
10 T 10,0 9,0 79 8,0 B C 9,0 75
1 T 8,0 9,0 8,6 10,0 C B 10,0 85
12 T 8,0 90 83 70 D B 65 80
13 T 6,0 9,0 70 70 B C 6,0 85
14 T 100 9,0 8,6 9,0 A B 100 75
15 \ 8,0 920 86 9,0 C B 10,0 70
16 \ 8,0 9,0 95 70 A A 9,0 7,5
17 \ 8,0 9,0 6,3 8,0 D C 10,0 7,5
18 \ 6,0 9,0 7,6 9,0 C C 6,0 85
19 \ 6,0 9,0 6,8 40 D C 6,0 9,5
20 \ 6,0 9,0 7,5 70 C B 6,0 8,5
21 \ 8,0 90 77 70 D B 65 80
2 \ 6,0 90 87 8,0 C A 6,0 920
23 \ 8,0 9,0 73 10,0 C C 9,0 70
24 \ 8,0 90 85 9,0 A A 6,5 9,0
25 \ 8,0 9,0 70 9,0 B A 9,0 85

(*) (P = departamento pessoal, T = secéo técnica e V = secdo de vendas)
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10. Intervalos de classes desiguais. E muito comum o uso de classes com tamanhos desi-
guais no agrupamento dos dados em tabelas de freqiéncias. Nestes casos deve-se
tomar alguns cuidados especiais quanto & andlise e construcdo do histograma.

A tabela abaixo fornece a distribuicdo de 250 empresas classificadas segundo o
numero de empregados. Uma andlise superficial pode levar & conclusé@o de que a
concentrag@o vem aumentando até atingir um mdaximo na classe 40 = 60, voltando
a diminuir depois, mas n&o tdo acentuadamente. Porém, um estudo mais detalhado
revela que a amplitude da classe 40 = 60 ¢ o dobro da amplitude das classes anterio-
res. Assim, espera-se que mais elementos caiam nessa classe, mesmo que a concen-
tracdo seja levemente inferior. Entdo, um primeiro cuidado é construir a coluna que
indica as amplitudes A, de cada classe. Estes valores estGo representados na ferceira
coluna da tabela.

Numero de Frequéncia Amplitude Densidade Propor¢do Densidade
empregodos n; A nJ/A; f; filA
O~ 10 5 10 0,50 0,02 0,0020
0 20 20 10 2,00 0,08 0,0080
20 30 35 10 3,50 0,14 0,0140
30 40 40 10 4,00 0,16 0,0160
40+ &0 50 20 2,50 0,20 0,0100
60+ 80 30 20 1,50 0,12 0,0060
80+ 100 20 20 1,00 0,08 0,0040
100+ 140 20 40 0,50 0,08 0,0020
140+ 180 15 40 0,38 0,06 0,0015
180+ 260 15 80 0,19 0,06 0,0008
Total 250 — — 1,00 —

Um segundo passo é a construcdo da coluna das densidades de freqiiéncias em
cada classe, que ¢ obtida dividindo as freqiéncias n, pelas amplitudes A,, ou seja, a
medida que indica qual a concentragé@o por unidade da varidvel. Assim, observan-
do-se os nimeros da quarta coluna, vé-se que a classe de maior concentracéo
passa a ser a 30 - 40, enquanto a ¢ltima é a de menor concentragéo. Para compreender
a distribuicéo, estes dados séo muito mais informativos do que as freqiéncias absolu-
tas simplesmente.

De modo andlogo, pode-se construir a densidade da proporcéo (ou porcentagem)
por unidade da varidvel (verifique a construgéo através da 5% e da 62 colunas). A infer-
pretagdo para f/A, é muito semelhante aquela dada para n/A,.

Para a construcdo do histograma, basta lembrar que a drea total deve ser igual a 1
(ou 100%), o que sugere usar no eixo das ordenadas os valores de f,/A,. O histograma
para estes dados estd na Figura 2.19.
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Figura 2.19: Histograma dos dados do Problema 10.
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11. Dispomos de uma relacéo de 200 aluguéis de iméveis urbanos e uma relacdo de 100
aluguéis rurais.
(a) Construa os histogramas das duas distribuicées.
(b) Com base nos histogramas, discuta e compare as duas distribuicdes.

Classes de aluguéis (codificados) Zona urbana Zona rural
2 3 10 30
3 5 40 50
5 7 80 15
7= 10 50 5
10— 15 20 0
Total 200 100

12. Histograma alisado. Na Tabela 2.4 tem-se a distribuicdo de freqiiéncias dos saldrios de
36 funciondrios, agrupados em classes de amplitude 4. Na Figura 2.7 tem-se o respectivo
histograma. Reagrupando-se os dados em classes de amplitude 2, obter-se-ia a seguinte
tabela de freqiiéncias e o correspondente histograma (Fig. 2.20 (a)).

Classe de saldrios Frequnencuqs
400 600 .
600+ 800 5
8,00 10,00 8
1000 1200 4
12,00 1400 p
1400 16,00 3
1600 1800 3
1800 2000 )
20,00 22,00 5
2200+ 2400 :

Total 3%
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Figura 2.20 (a): Histograma para a variavel S: salério, A = 2.
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Se houvesse um nUmero suficientemente grande de observacées, poder-se-ia ir
diminuindo os intervalos de classe, e o histograma iria ficando cada vez menos irregu-
lar, até atingir um caso limite com uma curva bem mais suave. Por exemplo, o compor-
tamento da distribuicéo dos saldrios poderia ter a representacdo da Figura 2.20 (b).
Esse histograma alisado é muito 0til para ilustrar rapidamente qual o tipo de compor-
tamento que se espera para a distribuicdo de uma dada variével. No capitulo referente
a varidveis aleatérias continuas, voltaremos a estudar este histograma sob um ponto de
vista mais matemdtico.

Ainterpretacdo desse grdfico é a mesma do histograma. Assim, nas regides onde
a curva é mais alta, significa uma maior densidade de observacées. No exemplo aci-
ma, conforme se aumenta o saldrio, observa-se que a densidade de freqiéncia vai
diminuindo.

Figura 2.20 (b): Histograma alisado para a variavel S: salério.
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Saldrios
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13. Esboce o histograma alisado para cada uma das situacées descritas abaixo:

(a) Distribuicdo dos saldrios registrados em carteira de trabalho de moradores da

cidade de Séao Paulo.

(b) Distribuicdo das idades de alunos de uma Faculdade de Economia e Admi-

nistragdo.

(c) Distribuicdo das idades dos alunos de uma classe da Faculdade do item anterior.

Compare as duas distribuicoes.

(d) Distribuicdo do nimero de bbitos segundo a faixa etdria.

(e) Distribuicdo do nimero de divércios segundo o nimero de anos de casado.

(f) Distribuicdo do nimero formado pelos dois Gltimos algarismos do primeiro prémio da
Loteria Federal, durante os dez Gltimos anos.

14. Faga no mesmo gréfico um esbogo das trés distribuicdes descritas abaixo:

(a) Distribuicdo das alturas dos brasileiros adultos.

(b) Distribuicao das alturas dos suecos adultos.

(c) Distribuicdo das alturas dos japoneses adultos.

15. Freqiéncias acumuladas. Uma outra medida muito usada para descrever dados quan-
titativos é a freqiéncia acumulada, que indica quantos elementos, ou que porcenta-
gem deles, estdo abaixo de um certo valor. Na tabela a seguir, a terceira e a quinta
colunas indicam respectivamente a freqiéncia absoluta acumulada e a proporcéo
(porcentagem) acumulada. Assim, observando a tabela podemos afirmar que 27,78%
dos individuos ganham até oito saldrios minimos; 61,11% ganham até 12 saldrios mini-
mos; 83,33% ganham até 16 saldrios minimos; 97,22% ganham até 20 saldrios
minimos e 100% dos funciondrios ganham até 24,00 saldrios.

Classe de FreqUéncia Frequelncclo Porcentagem Porcent(rgjm
lérios N acumulada 100f acumulada
% i N i 100F
4,00+~ 8,00 10 10 27,78 27,78
8,00+ 12,00 12 2 3333 61,11
12,00+ 16,00 8 30 2222 83,33
16,00+ 20,00 5 35 13,89 97,22
20,00+ 24,00 1 36 2,78 100,00
Total 36 — 100,00 -

A Figura 2.21 é a ilustracdo gréfica da porcentagem acumulada.
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Figura 2.21: Porcentagens acumuladas para o Problema 15.

|
|
|
|
S

4 8 12 16 20 24 Saldrios

Este grdfico pode ser usado para fornecer informacées adicionais. Por exemplo, para
saber qual o saldrio s tal que 50% dos funciondrios ganhem menos do que s, basta
procurar o ponto (s, 50) na curva. Observando as linhas pontilhadas no grdfico, verifi-
camos que a solugdo é um pouco mais do que 10 saldrios minimos.

16. Usando os dados da Tabela 2.1:
(a) Construa a distribuicao de freqiéncias para a varidvel idade.
(b) Faca o grdfico da porcentagem acumulada.

(c) Usando o grdfico anterior, ache os valores de i correspondentes aos pontos (i, 25%),
(i, 50%) e (i, 75%).

17. Frequéncias acumuladas (continuag@o). Para um tratamento estatistico mais rigoroso das
varidveis quantitativas, costuma-se usar uma definicdo mais precisa para a distribuicéo
das freqiiéncias acumuladas. Em capitulos posteriores serd vista a sua utilizacéo.

Definicdo. Dadas n observacées de uma varidvel quantitativa e um ndmero X real qualquer,
indicar-se-& por N(x) o nimero de observacées menores ou iguais a X, e chamar-se-a de
funcdo de distribuicdo empirica (f.d.e.) a fungéo F(x) ou R(X)

F() = R0 = 0,

M~

Exemplo 2.12. Para a variavel S = salario dos 36 funcionarios listados na Tabela 2.1,
facil verificar que:

0, se s < 4,00

1/36 , se4,00 <s < 4,56
Fu($)= 1 2/36 , se4,56<s<525

1, ses = 23,30

O gréafico esta na Figura 2.22. Aqueles ndo familiarizados com a representacio
grafica de funcdes, recomenda-se a leitura de Morettin, Hazzan & Bussab (2005).
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Figura 2.22: Fungdo de distribuicdio empirica para o Exemplo 2.12.

Freqiéncia A
acumulada

36/36 —T T
32/36 a
28/36 =
24/36 i
20/36 H
16/36 v
12/36 ¢

8/36 *

4/36 or

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 Saldrios

Exemplo 2.13. Esta definicGo também vale para varidveis quantitativas discretas.
Assim, para a varidvel nimero de filhos resumida na Tabela 2.5, tem-se a seguinte f.d.e.:

0,00, sex <0
0,20, se0=x<1
FoX)= 4 045, sels=x<2
0,80, se2<=x<3
0,95, se3<=x<5
| 1,00, sex=5

cujo grafico é o da Figura 2.23.

Figura 2.23: Funcdo de distribuicdo empirica
para o Exemplo 2.13.
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0,80 1 —
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18. Construir a f.d.e. para a varidvel idade referente aos dados da Tabela 2.1.

19. Ramo-e-folhas (continuacéo). Os dados abaixo referem-se & producdo, em toneladas,
de dado produto, para 20 companhias quimicas (numeradas de 1 a 20).

(1,50),(2,280),(3, 560, (4,170),(5,180),

(6,500), (7,250), (8, 200), (2, 1.050), (10, 240),
(11,180),(12,1.000),(13,1.100), (14, 120), (15, 4.200),
(16,5.100), (17, 480),(18,90), (19, 870), (20, 360).

Vemos que os valores estendem-se de 50 a 5.100 e, usando uma representacéo
semelhante & da Figura 2.9, teriamos um grande ndmero de linhas. A Figura 2.24 (a)
mostra uma outra forma de ramo-e-folhas, com ramos divididos. A divisdo ocorre no
ramo, cada vez que se muda por um fator de 10.

Uma economia de 4 linhas poderia ser obtida, representando-se os valores 50 e 90
da Figura 2.24 (a) num ramo denominado 0. Obtemos a Figura 2.24 (b).

Os pacotes computacionais trazem algumas opcdes adicionais ao construir um ramo-
e-folhas. Por exemplo, podemos ter a contagem do ndmero de folhas em cada ramo, como
mostra a Figura 2.25 (a). Aqui, femos o ramo-e-folhas dos saldrios dos empregados da
Tabela 2.1. Na Figura 2.25 (b) acrescentamos as contagens de folhas a partir de cada
extremo até o ramo que contém a mediana. Esse tipo de opcdo é chamado profundidade
(depth) nos pacotes.

Figura 2.24: Ramo-e-folhas das produgdes de companhias quimicas.

5 0
6 0 50,90
7 1 70, 80, 80, 20
8 2 80, 50, 00, 40
9 0 8 60
4 80
1 70, 80, 80, 20 ) 60, 00
2 80, 50, 00, 40 6
3 60 7
4 80 8 70
5 60, 00 9
6
7 1 050, 000, 100
8 70 2
9 3
4 200

1 050, 000, 100 5 100
2
3
4 200
5 100

(a) (b)
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Figura 2.25: Ramo-e-folhas com: (a) freqiiéncias em cada ramo, (b) profundidade.

2 4| 00 56 2 4 | 00 56
2 5|25 73 4 5125 73
8 6| 26 66 86 7 6| 26 66 86
3 71 39 44 59 10 7| 39 44 59
4 8| 12 46 74 95 14 8 | 12 46 74 95
4 9113 3 77 80 18 921183 3 77 80
2 10| 588 76 (20 10| 53 76
2 11| 06 59 16 11 | 06 59
2 12| 00 79 14 12 | 00 79
3 13| 23 60 85 12 13| 23 60 85
2 14| 62 71 9 14| 69 71
1T 15| 99 7 15| 99
2 16| 22 61 6 16 | 22 6]
1 17 | 26 4 17 | 26
1 18 | 75 3 18| 75
1 19 | 40 2 19| 40
0 20 1 20
0 2] 1 21
0 22 1 22
1 23" 30 1 23" 30
(a) (b)

20. Construa um ramo-e-folhas para a varidvel CO (monéxido de carbono) do conjunto de
dados 4 (CD-Poluicéo).



Capitulo 3

Medidas-Resumo

3.1 Medidas de Posicao

Vimos que o resumo de dados por meio de tabelas de freqtiéncias e ramo-e-folhas forne-
ce muito mais informagdes sobre o comportamento de uma variavel do que a prdpria tabela
original de dados. Muitas vezes, queremos resumir ainda mais estes dados, apresentando
um ou alguns valores que sejam representativos da série toda. Quando usamos um so valor,
obtemos uma reducdo drastica dos dados. Usualmente, emprega-se uma das seguintes me-
didas de posicéo (ou localizagdo) central: média, mediana ou moda.

A moda é definida como a realizagdo mais freqiiente do conjunto de valores observados.
Por exemplo, considere a variavel Z, niamero de filhos de cada funcionario casado, resumida
na Tabela 2.5 do Capitulo 2. Vemos que a moda é 2, correspondente a realizagdo com maior
frequiéncia, 7. Em alguns casos, pode haver mais de uma moda, ou seja, a distribui¢do dos
valores pode ser bimodal, trimodal etc.

A mediana é a realizacdo que ocupa a posicao central da série de observacoes, quando
estdo ordenadas em ordem crescente. Assim, se as cinco observacBes de uma varidvel forem
3,4,7, 8¢ 8, amediana € o valor 7, correspondendo a terceira observagdo. Quando o
nimero de observacOes for par, usa-se como mediana a média aritmética das duas observa-
¢Oes centrais. Acrescentando-se o valor 9 & série acima, a mediana sera (7 + 8)/2 = 7,5.

Finalmente, a média aritmética, conceito familiar ao leitor, é a soma das observacdes divi-
dida pelo nimero delas. Assim, a média aritméticade 3,4,7,8e8é (3+4+7 +8 + 8)/5 =6.

Exemplo 3.1. Usando os dados da Tabela 2.5, ja encontramos que a moda da variavel Z é 2.

Para a mediana, constatamos que esta também é 2, média aritmética entre a décima e a

décima primeira observagdes. Finalmente, a média aritmética sera
4x0+5%x1+7x2+3x3+5x1 _ 33

20 = 50 " 1,65.
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Neste exemplo, as trés medidas tém valores proximos e qualquer uma delas pode ser
usada como representativa da série toda. A média aritmética é, talvez, a medida mais usada.
Contudo, ela pode conduzir a erros de interpretacdo. Em muitas situag@es, a mediana é uma
medida mais adequada. Voltaremos a este assunto mais adiante.

Vamos formalizar os conceitos introduzidos acima. Se x,, ..., X sdo os n valores
(distintos ou ndo) da variavel X, a média aritmética, ou simplesmente média, de X
pode ser escrita

=

et 1y (3.1)

X = =
n ni=t

Agora, se tivermos n observacdes da variavel X, das quais n, sdo iguais a x,, n, sdo iguais
ax, etc., n,_iguais a x,, entdo a média de X pode ser escrita

nlxl + n2X2 +..+ nka 1

n n

[~

X = n.Xx. (3.2)

lII

Se f = n,/nrepresentar a freqiiéncia relativa da observagdo x,, entdo (3.2) também pode
ser escrita

X = éfixi. (3.3)

Consideremos, agora, as observagdes ordenadas em ordem crescente. Vamos denotar a

menor observacgao por Xy @ segunda por Xoy € assim por diante, obtendo-se

N

= = =
Xy < Xy = oo < Xy < X (3.4)
Porexemplo, se x, =3,X,=-2,X,=6,X,=1,X,=3,entdo -2 < 1 < 3 < 3 < 6, de modo

que X, = -2, X = 1, X = 3, X = 3e Xe = 6.

As observacdes ordenadas como em (3.4) s@o chamadas estatisticas de ordem.
Com esta notacdo, a mediana da variavel X pode ser definida como

x<n7+1), se n impar;
2

1) (3.5)

2 ’

md(X) = X’ﬂ) + X/n
(2 Se n par.

Exemplo 3.2. A determinacdo das medidas de posicdo para uma varidvel quantitativa
continua, através de sua distribuicdo de frequéncias, exige aproximagdes, pois perde-
mos a informacgdo dos valores das observacfes. Consideremos a variavel S: salério
dos 36 funcionarios da Companhia MB, agrupados em classes de saléarios, conforme a
Tabela 2.6. Uma aproximacdo razoavel é supor que todos os valores dentro de uma
classe tenham seus valores iguais ao ponto médio desta classe. Este procedimento nos
deixa na mesma situacdo do caso discreto, onde as medidas sdo calculadas usando-se
os pares (x,, n) ou (x, f), como em (3.2) e (3.3).
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A moda, mediana e média para os dados da Tabela 2.6 sdo, respectivamente,

mo(S) = 10,00,
md(S) = 10,00,
5~ 10 x 6,00 + 12 x 10,00 + 8 x 14,00 + 5 x 18,00 + 1 x 22,00 _ 1122

36

Observe que colocamos o sinal de = e ndo de igualdade, pois os valores verdadeiros néo
sdo os calculados. Por exemplo, a mediana de S é a média entre as duas observacgdes cen-
trais, quando os dados séo ordenados, isto €, 9,80 e 10,53, portanto md(S) = 10,16. Quais
sdo, neste exemplo, a média e moda verdadeiras?

Observe que, para calcular a moda de uma variavel, precisamos apenas da distribui¢do
de frequiéncias (contagem). Ja para a mediana necessitamos minimamente ordenar as realiza-
cOes da varidvel. Finalmente, a média so pode ser calculada para variaveis quantitativas.

Estas condigOes limitam bastante o célculo de medidas-resumos para as variaveis
qualitativas. Para as variaveis nominais somente podemos trabalhar com a moda. Para
as variaveis ordinais, além da moda, podemos usar também a mediana. Devido a esse
fato, iremos apresentar daqui em diante medidas-resumo para variaveis guantitativas,
que permitem o uso de operacdes aritméticas com seus valores.

Exemplo 3.2. (continuacdo) Retomemos os dados da Companhia MB. A moda para a
variavel V: regido de procedéncia € mo(V) = outra. Para a variavel Y: grau de instrucéo,
temos que mo(Y) = ensino médio e md(Y) = ensino médio.

Veremos, na se¢do 3.3, que a mediana é uma medida resistente, ao passo que a
média ndo o é, em particular para distribuicGes muito assimétricas ou contendo valo-
res atipicos. Por outro lado, a média € 6tima (num sentido que serd discutido no Capi-
tulo 10) se a distribuicdo dos dados for aproximadamente normal.

Uma outra medida de posicdo também resistente é a média aparada, definida no
Problema 39. Esta medida envolve calcular a média das observagOes centrais, despre-
zando-se uma porcentagem das iniciais e finais.

3.2 Medidas de Dispersdo

O resumo de um conjunto de dados por uma Unica medida representativa de posi-
cdo central esconde toda a informacdo sobre a variabilidade do conjunto de observa-
cdes. Por exemplo, suponhamos que cinco grupos de alunos submeteram-se a um
teste, obtendo-se as seguintes notas:

grupo A (variavel X): 3, 4, 5,
grupo B (variavel Y): 1
grupo C (variavel Z): 5
grupo D (variavel W): 3
grupo E (variavel V): 3

oo o1 w
oo g1 o
O ~N Ul NO

7
9
5

(op}
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Vemos que X =y =z = w =V =5,0. A identificacdo de cada uma destas séries por sua
média (5, em todos os casos) nada informa sobre suas diferentes variabilidades. Notamos,
entdo, a conveniéncia de serem criadas medidas que sumarizem a variabilidade de um con-
junto de observacfes e que nos permita, por exemplo, comparar conjuntos diferentes de
valores, como o0s dados acima, segundo algum critério estabelecido.

Um critério frequentemente usado para tal fim é aquele que mede a dispersao dos
dados em torno de sua média, e duas medidas s&o as mais usadas: desvio médio e variancia.
O principio béasico é analisar os desvios das observacGes em relacdo a média dessas
observagoes.

Para o grupo A acima os desvios x, — X'sdo: -2, -1, 0, 1, 2. E facil ver (Problema 14
(@)) que, para qualquer conjunto de dados, a soma dos desvios é igual a zero. Nestas
condi¢des, a soma dos desvios ZSi -, (X; = X) ndo é uma boa medida de disperséo para o
conjunto A. Duas op¢es sdo: (a) considerar o total dos desvios em valor absoluto; (b)
considerar o total dos quadrados dos desvios. Para o grupo A teriamos, respectivamente,

5
DIx—-XI=2+1+0+1+2=6,
2,

I
5
Zl(xi—i)2:4+1+0+1+4=10.
=

O uso desses totais pode causar dificuldades quando comparamos conjuntos de dados
com numeros diferentes de observacfes, como 0s conjuntos A e D acima. Desse modo, é
mais conveniente exprimir as medidas como médias, isto €, o desvio médio e a variancia
sdo definidos por

dm(X) = Z;'X‘X' (3.6)
var(X) = W (3.7)

respectivamente. Para o grupo A temos

dm(X) = 6/5 = 1,2,
var(X) = 10/5 = 2,0,

enquanto para o grupo D temos

dmW) = 4/4 = 1,0,
var(Ww) = 8/4 = 2,0.

Podemos dizer, entdo, que, segundo o desvio médio, o grupo D é mais homogéneo que
A, enguanto ambos sdo igualmente homogéneos, segundo a variancia.

Sendo a variancia uma medida de dimensdo igual ao quadrado da dimensdo dos dados
(por exemplo, se os dados séo expressos em cm, a variancia sera expressa em cm?), pode
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causar problemas de interpretagdo. Costuma-se usar, entdo, o desvio padrao, que é definido
como a raiz quadrada positiva da variancia. Para o grupo A o desvio padrdo é

dp(X) = Vvar (X) =V2 = 1,41.

Ambas as medidas de disperséo (dm e dp) indicam em média qual sera o “erro” (desvio)
cometido ao tentar substituir cada observacdo pela medida resumo do conjunto de dados
(no caso, a média).

Exemplo 3.3. Vamos calcular as medidas de dispersdo acima para a variavel Z = nimero
de filhos, resumida na Tabela 2.5. Como vimos no Exemplo 3.1, Z = 1,65. Os desvios sdo
z, — 7. -1,65; -0,65; 0,35; 1,35; 3,35. Segue-se que

dm(z) = 4 x (1,65) + 5 x (0,65) + 7 x (0,35) + 3 x (1,35) + 1 x (3,35) _ 0

50 98.
Também,

4(~1,65) + 5(=0,65)? + 7(0,35)2 + 3(1,35)? + 1(3,35)2
20

Consequentemente, o desvio padrdo de Z é
dp(z) = v 1,528 = 1,24.

Suponha que observemos n, vezes os valores x, etc., n, vezes o valor x,_da variavel
X. Entao,

var(Z) =

=1,528.

dm(X) = M = 21 f1x = X1, (3.8)
var(x) = iz ”irfxi‘iy - il f(x - %), (3.9)
dp(X) = vvar (X). (3.10)

O célculo (aproximado) das medidas de dispersdo no caso de varidveis continuas, agru-
padas em classes, pode ser feito de modo analogo aquele usado para encontrar a média no
Exemplo 2.2.

Exemplo 3.4. Consideremos a variavel S = salario. A média encontrada no Exemplo 3.2
foi s = 11,22. Com os dados da Tabela 2.6 e usando (3.9) encontramos

var(S) = [10(6, 00 — 11,22)? + 12(10,00 — 11,22)? + 8(14 — 11,22)?
+ 5(18,00 — 11,22)? + 1(22,00 - 11,22)%]/36 = 19,40

e, portanto,
dp(S) = v 19,40 = 4,40.
E facil ver que dm(S) = 3,72.



40 CAPITULO 3 — MEDIDAS-RESUMO

Veremos, mais tarde, que a variancia de uma amostra sera calculada usando-se o deno-
minador n — 1, em vez de n. A justificativa sera dada naquele capitulo, mas para grandes
amostras pouca diferenca farda o uso de um ou outro denominador.

Tanto a variancia como o desvio médio sdo medidas de disperséo calculadas em rela-
¢do a média das observagdes. Assim como a média, a variancia (ou o desvio padrdo) é uma
boa medida se a distribuicdo dos dados for aproximadamente normal. O desvio médio é
mais resistente que o desvio padrdo, no sentido a ser estudado na secdo seguinte.

Poderiamos considerar uma medida que seja calculada em relacdo a mediana. O desvio
absoluto mediano é um exemplo e é mais resistente que o desvio padrdo. Veja o Problema 41.

Usando o Problema 14 (b), uma maneira computacionalmente mais eficiente de calcu-
lar a variancia é

n 2
var(X) = i1 = X _xe (3.11)

e, no caso de observacdes repetidas, )
var(X) = _Zl fx; —x2 (3.12)

1. Quer se estudar o nimero de erros de impresséo de um livro. Para isso escolheu-se uma
amostra de 50 pdginas, encontrando-se o nimero de erros por pdgina da tabela abaixo.
(a) Qual o ntmero médio de erros por pdgina?

(b) E o nmero mediano?

(c) Qual é o desvio padréo?

(d) Faca uma representacéo gréfica para a distribuicéo.

(e) Se o livro tem 500 pdginas, qual o nimero total de erros esperado no livro?2

Erros Frequéncia
0 25
1 20
2 3
3 1
4 1

2. As taxas de juros recebidas por 10 acées durante um certo periodo foram (medidas em
porcentagem) 2,59; 2,64; 2,60; 2,62; 2,57; 2,55; 2,61; 2,50; 2,63; 2,64. Calcule a média,
a mediana e o desvio padrdo.

3. Para facilitar um projeto de ampliacdo da rede de esgoto de uma certa regido de uma
cidade, as autoridades tomaram uma amostra de tamanho 50 dos 270 quarteirdes que
compdem a regido, e foram encontrados os seguintes nimeros de casas por quarteirdo:

2 2 10 13 14 15 15 16 16
18 18 21 22 22 23 24 25
26 74 29 30 32 36 42 44
45 46 52 58 59 61 61 61
66 66 75 78 80 89 20 92

E&EVBw
L&&ER
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(a) Use cinco intervalos e construa um histograma.
(b) Determine uma medida de posicéo central e uma medida de dispersao.

4. (a) D& uma situacao prdtica onde vocé acha que a mediana é uma medida mais apro-
priada do que a média.
(b) Esboce um histograma onde a média e a mediana coincidem. Existe alguma classe
de histogramas onde isso sempre acontece?
(c) Esboce os histogramas de trés varidveis (X, Y e Z) com a mesma média aritmética,
mas com as variéncias ordenadas em ordem crescente.

5. Suponha que a varidvel de interesse tenha a distribuicdo como na figura abaixo.

Vocé acha que a média é uma boa medida de posicdo? E a mediana? Justifique.

6. Numa pesquisa realizada com 100 familias, levantaram-se as seguintes informagées:

Numero de filhos 0 1 2 3 4 5 mais que 5

Freqiiéncia de familias 17 20 28 19 7 4 5

(a) Qual a mediana do ndmero de filhos?

(b) E a moda?

(c) Que problemas vocé enfrentaria para calcular a média? Faca alguma suposicéo e
encontre-a.

3.3 Quantis Empiricos

Tanto a média como o desvio padrdo podem nédo ser medidas adequadas para represen-
tar um conjunto de dados, pois:

(a) sdo afetados, de forma exagerada, por valores extremos;

(b) apenas com estes dois valores ndo temos idéia da simetria ou assimetria da

distribuicdo dos dados.

Para contornar esses fatos, outras medidas tém de ser consideradas.

Vimos que a mediana é um valor que deixa metade dos dados abaixo dela e metade
acima (ver formula (3.5)). De modo geral, podemos definir uma medida, chamada quantil
de ordem p ou p-quantil, indicada por g(p), onde p é uma propor¢do qualquer, 0 < p < 1, tal
que 100p% das observacfes sejam menores do que q(p).



42 CAPITULO 3 — MEDIDAS-RESUMO

Indicamos, abaixo, alguns quantis e seus nomes particulares.
q(0,25) = g,;:  1° Quartil = 25° Percentil
q(0,50) = g,;  Mediana = 2° Quartil = 50° Percentil
q(0,75) = q,;  3° Quartil = 75° Percentil
q(0,40): 4° Decil
g(0,95): 95¢ Percentil

Dependendo do valor de p, ha dificuldades ao se calcular os quantis. Isso é ilustrado no
exemplo a seguir.

Exemplo 3.5. Suponha que tenhamos os seguintes valores de uma variavel X:
15, 5, 3, 8, 10, 2, 7, 11, 12.

Ordenando os valores, obtemos as estatisticas de ordem X, = 2, X, = 3,..., X, = 15, ou
seja, teremos

2<3<5<7<8<10<11<12<15.

Usando a definicdo de mediana dada, teremos que md = (0,5) = q, = Xe = 8.
Suponha que queiramos calcular os dois outros quartis, g, e d,. A idéia e dividir os
dados em quatro partes:

2 3 57 8 10 11 12 15

Uma possibilidade razoavel é, entdo, considerar a mediana dos primeiros quatro
valores para obter ¢,, ou seja,
3+5

qlz > =4,

e a mediana dos udltimos quatro valores para obter q,, ou seja,

_11+12

g, === 115.

Obtemos, entdo, a sequéncia
2 3 (4 5 7 (8 10 11 (115 12 15

Observe que a média dos n = 9 valores é X = 8,1, proximo a mediana.

Exemplo 3.5. (continuagdo). Acrescentemos, agora, 0 valor 67 a lista de nove valores
do Exemplo 3.5, obtendo-se agora os n = 10 valores ordenados:

2<3<5<7<8<10<11<12<15<67
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Agora, X = 14, enquanto que a mediana fica
X6 ¥ Xe)
2

que estd proxima da mediana dos nove valores originais, mas ambas (8 e 9) relativa-
mente longes de X. Dizemos que a mediana é resistente (ou robusta), no sentido que
que ela ndo é muito afetada pelo valor discrepante (ou atipico) 67.

Para calcular g, e g, para este novo conjunto de valores, considere-os assim
dispostos:

q2: :9'

2 3 5 7 8 9 10 11 12 15 67

de modo que g, =5 e q, = 12.
Obtemos, entdo os dados separados em 4 partes por q,, g, € d,:

2 3 (5 7 8 (9 10 11 (12) 15 67

Suponha, agora, que queiramos calcular q(0,20), ou seja, aquele valor que
deixa 20% dos dados a sua esquerda, para o conjunto original de n = 9 valores de X.
Como 20% das observacdes correspondem a 1,8 observacgdes, qual valor devemos
tomar como (0, 20)? O valor 3, que é a segunda observacdo ordenada, ou 5, ou a
média de 3 e 5? Se adotarmos esta ultima solucéo, entdo q(0, 20) = q(0, 25) = q,, 0
que pode parecer nao razoavel.

Para responder a esta questdo, temos que definir quantil de uma sequéncia de
valores de uma variavel de modo apropriado. Isto esta feito no Problema 17.

Se os dados estiverem agrupados em classes, podemos obter os quantis usando o
histograma. Por exemplo, para obter a mediana, sabemos que ela deve corresponder
ao valor da abscissa que divide a area do histograma em duas partes iguais (50% para
cada lado). Entdo, usando argumentos geométricos, podemos encontrar um ponto,
satisfazendo essa propriedade. Vejamos como proceder através de um exemplo.

Exemplo 3.6. Vamos repetir abaixo a Figura 2.7, que é o histograma da variavel
S = salario dos empregados da Companhia MB.

y 22%

28%

2% | 14% [ 3% |
800 md 1200 1600 20,00 24,00

0 AIw
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Devemos localizar o ponto das abscissas que divide o histograma ao meio. A area do
primeiro retangulo corresponde a 28% do total, os dois primeiros a 61%; portanto, a mediana
md é algum ndmero situado entre 8,00 e 12,00. Ou melhor, a mediana ird corresponder ao
valor md no segundo retangulo, cuja area do retangulo de base 8,00 H md é a mesma
altura que o retangulo de base 8,00 ~ 12,00 seja 22% (28% do primeiro retangulo
mais 22% do segundo, perfazendo os 50%). Consulte a figura para melhor compreen-
sdo. Pela proporcionalidade entre a area e a base do retangulo, temos:

12,00-8,00 _ md-8,00
33% 22%

ou

22%

md - 8,00 =
33%

. 4,00,

logo

md = 8,00 + 2,67 = 10,67,

gue é uma expressdo mais precisa para a mediana do que a mediana bruta encontrada
anteriormente.

O célculo dos quantis pode ser feito de modo analogo ao célculo da mediana,
usando argumentos geométricos no histograma. Vejamos a determinacdo de alguns
quantis, usando os dados do ultimo exemplo.

(@) g(0,25): Verificamos que q(0,25) deve estar na primeira classe, pois a propor-
¢do no primeiro retangulo é 0,28. Logo,

0(0,25) - 4,00 _ 8,00 - 4,00
25% 28%

e entdo

25

4(0,25) = 4,00 + 2

4,00=7,57.

(b) q(0,95): Analisando a soma acumulada das proporc@es, verificamos que este
quantil deve pertencer a quarta classe, e que nesse retdngulo devemos achar a parte
correspondente a 12%, pois a soma acumulada até a classe anterior € 83%, faltando
12% para atingirmos os 95%. Portanto,

q(0,95) - 16,00 _ 20,00-16,00
12% 14%
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logo

q(0.95) = 16,00+ 14 x 4=19,43.

(c) g(0,75): De modo analogo, concluimos que o terceiro quantil deve pertencer
ao intervalo 12,00 H 16,00, portanto

q(0,75) - 12,00 _ 16,00 - 12,00
14% 22%

q(0,75) = 14,55.

Uma medida de dispersdo alternativa ao desvio padrdo é a distancia interquartil,
definida como a diferenca entre o terceiro e primeiro quartis, ou seja,

dq =0q,- 0, (3.13)

Para o Exemplo 3.5, temos g, = 4, g, = 11,5, de modo que dq =7,5. Para um calculo
mais preciso, veja o Problema 17. La obtemos ¢, = 4,5, q, = 11,25, logo dq = 6,75.

Os quartis q(0,25) = q,, q(0,5) = 92 e 9(0,75) = 93 sdo medidas de localizagdo
resistentes de uma distribuicéo.

Dizemos que uma medida de localizacdo ou dispersdo é resistente quando for
pouco afetada por mudangas de uma pequena porgdo dos dados. A mediana € uma
medida resistente, ao passo que a média ndo o é. Para ilustrar este fato, considere as
populagBes dos 30 municipios do Brasil, considerados acima. Se descartarmos Rio de
Janeiro e S8o Paulo, a média das populagdes dos 28 municipios restantes ¢ 100,6 e a
mediana € 82,1. Para todos os dados, a média pasa a ser 145,4, ao passo que a mediana
serd 84,3. Note que a média aumentou bastante, influenciada que foi pelos dois valo-
res maiores, que sdo muito discrepantes da maioria dos dados. Mas a mediana variou
pouco. O desvio padrdo também ndo é uma medida resistente. Verifique como este
varia para este exemplo dos municipios.

Os cinco valores, X, d,, d,, d; € X, sd0 importantes para se ter uma boa idéia da
assimetria da distribuicdo dos dados. Para uma distribuicdo simétrica ou aproximada-
mente simétrica, deveriamos ter:

(a) qz - X(l) = X(n) - qz!

(b) qz - ql = q3_ qZ’

(€) 4, = Xy = X — s

(d) distancias entre mediana e q,, g, menores do que distancias entre os extre-
mos e q,, q,.

A diferenca g,— x ,, € chamada dispersdo inferior e x , — g, € a disperséo supe-
rior. A condigdo (a) nos diz que estas duas dispersdes devem ser aproximadamente
iguais, para uma distribuicdo aproximadamente simétrica.
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A Figura 3.1 ilustra estes fatos para a chamada distribuicdo normal ou gaussiana.

Figura 3.1: Uma distribuigdo simétrica: normal ou gaussiana.

Na Figura 3.2 temos ilustradas estas cinco medidas para os n = 9 valores do
Exemplo 3.5.

Figura 3.2: Quantis e disténcias para o Exemplo 3.5.

X q; 4 3 X
2 4 3,5 3.5
6 ) 7
(di) i (ds)

As cinco estatisticas de ordem consideradas acima podem ser representadas
esquematicamente como na Figura 3.3, onde também incorporamos o nimero de ob-
servacgdes, n. Representamos a mediana por md, 0s quartis por q e 0s extremos por E.
Podemos ir além, considerando os chamados oitavos, ou seja, 0 primeiro oitavo, que
corresponde a q(0,125), o sétimo oitavo, que corresponde a q(0,875) etc. Teriamos,
entdo, sete nimeros para representar a distribuicdo dos dados. Em geral, podemos
considerar as chamadas letras-resumos, descendo aos dezesseis-avos, trinta e dois-
avos etc. Para detalhes, ver Hoaglin, Mosteller and Tukey(1983).

Figura 3.3: Esquema dos cinco nimeros.

n
md CE
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Exemplo 3.7. Os aplicativos SPlus e Minitab, assim como a planilha Excel, possuem
ferramentas que geram as principais medidas descritas nesse capitulo e outras. Por
exemplo, o comando describe do Minitab, usado para as popula¢Ges dos municipios
brasileiros produz a saida do Quadro 3.1.

Quadro 3.1. Medidas-resumo para o CD-Municipios. Minitab.

MTB > Describe C1.
Descriptive Statistics

Variable N Mean Median Tr mean StDev SE Mean
C1 30 1454 84.3 104.7 186.6 34.1
Variable Min Max Q1 Q3

C1 46.3 988.8 63.5 139.7

Aqui, temos N = 30 dados, a média é 145,4, a mediana 84,3, o desvio padrdo 186,6,
0 menor valor 46,3, o maior valor 988,8, o primeiro quartil 63,5 e o terceiro quartil 139,7.
Além desses valores, 0 resumo traz a média aparada (trimmed mean) e o erro padrdo da
média, a ser tratado no Capitulo 11. Esse é dado por S/\'n = 186,6/V/30 = 34,1.

O comando summary do SPlus produz a saida do Quadro 3.2 para 0S mesmos
dados. Note a diferenca no calculo dos quantis q(0,25) e q(0,75). Conclui-se que é
necessario saber como cada programa efetua o célculo de determinada estatistica, para
poder reporta-lo.

Quadro 3.2. Medidas-resumo para o CD-Municipios. SPlus.

> summary (munic)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
46.3 64.48 84.3 1454 134.3 988.8

7. Obtenha o esquema dos cinco nimeros para os dados do Problema 3. Calcule o
intervalo interquartil e as dispersées inferior e superior. Baseado nessas medidas, verifi-
que se a forma da distribuicdo dos dados é normal.

8. Refaca o problema anterior, utilizando desta vez os dados do Problema 5 do Capitulo 2.
9. Obter os trés quartis, q(0,1) e q(0,90) para os dados do Problema 3.

10. Para a varidvel populacdo urbana do CD-Brasil, obtenha q(0,10), g(0,25), q(0,50),
q(0,75), 9(0,80) e q(0,95).

3.4 Box Plots

A informacdo contida no esquema dos cinco nimeros da Figura 3.3 pode ser traduzida
graficamente num diagrama, ilustrado na Figura 3.4, que chamaremos de box plot.
Murteira (1993) usa o termo *“caixa-de-bigodes”.
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Figura 3.4: Box Plot.

Para construir este diagrama, consideremos um retangulo onde estdo representados a
mediana e os quartis. A partir do retngulo, para cima, segue uma linha até o ponto mais
remoto que ndo exceda LS = g, + (1,5)d,, chamado limite superior. De modo similar, da
parte inferior do retdngulo, para baixo, segue uma linha até o ponto mais remoto que nao
seja menor do que LI = q,— (1,5)dq, chamado limite inferior. Os valores compreendidos
entre esses dois limites sdo chamados valores adjacentes. As observacfes que estiverem
acima do limite superior ou abaixo do limite inferior estabelecidos serdo chamadas pontos
exteriores e representadas por asteriscos. Essas sdo observacdes destoantes das demais e
podem ou ndo ser o que chamamos de outliers ou valores atipicos.

O box plot d& uma idéia da posicao, dispersao, assimetria, caudas e dados discrepantes.
A posicdo central € dada pela mediana e a dispersdo por d,. As posicdes relativas de @, g, J;
ddo uma nocdo da assimetria da distribuicdo. Os comprimentos das caudas sdo dados pelas
linhas que véo do retangulo aos valores remotos e pelos valores atipicos.

Exemplo 3.8. Retomemos o exemplo dos 15 maiores municipios do Brasil, ordenados
pelas populagBes. Usando o procedimento do Problema 17 (veja também o Problema 18),
obtemos ¢, = 105’7’,q2 = 1_35,8, q, = 20_8,6. O diagrama para 0s cinco nimeros Xy s
g, = md, d,, X, estd na Figura 3.5 abaixo.

Figura 3.5: Esquema dos cinco nime-
ros para o Exemplo 3.8.

15
md 135,8

q | 1057 208,6

E 84,7 988,8
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Temos que

LI = g, - (L5)d, = 1057 - (15) (102,9) = -48,7,
LS = q, + (1,5)d, = 208,6 + (1,5) (102,9) = 362,9.

Entdo, as cidades com populacBes acima de 3.629.000 habitantes sdo pontos
exteriores, ou seja, Rio de Janeiro e S&o Paulo. O box plot correspondente estd na
Figura 3.6. Vemos que os dados tém uma distribuicdo assimétrica a direita, com 13
valores concentrados entre 80 e 230 e duas observacdes discrepantes, bastante afas-
tadas do corpo principal dos dados.

Figura 3.6: Box plot para os quinze maiores
municipios do Brasil.

1.0007 * S&io Paulo
6001
*Rio de Janeiro
240t
.|. Salvador
180+
140+
1001 1
ol Sdio Gongalo

Do ponto de vista estatistico, um outlier pode ser produto de um erro de observa-
cdo ou de arredondamento. No exemplo acima, as populacdes de Sdo Paulo e Rio de
Janeiro ndo sdo outliers neste sentido, pois elas representam dois valores realmente
muito diferentes dos demais. Dai, usarmos o nome pontos (ou valores) exteriores.
Contudo, na pratica, estas duas denominagdes sdo freqlientemente usadas com o mes-
mo significado: observagdes fora de lugar, discrepantes ou atipicas.

A Figura 3.7 mostra o box plot para as populag¢fes dos trinta municipios brasilei-
ros, feito com o Minitab.
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Figura 3.7: Box plot com Minitab.
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A justificativa para usarmos os limites acima, LI = ¢, - (1,5)d, e LS = g, + (1,5)d,,
para definir as observagdes atipicas € a seguinte: considere uma curva normal com média
zero e, portanto, com mediana zero. E facil verificar (veja o Capitulo 7 e Tabela I11) que
q, =-0,6745, q, = 0, g, = 0,6745 e portanto d, = 1,349. Segue-se que os limites sdo
Ll = -2,698 e LS = 2,698. A area entre estes dois valores, embaixo da curva normal, é
0,993, ou seja, 99,3% da distribuicdo esté entre estes dois valores. Isto €, para dados com
uma distribuicdo normal, os pontos exteriores constituirdo cerca de 0,7% da distri-
buicdo. Veja a Figura 3.8.

Figura 3.8: Area sob a curva normal entre Ll e LS.

11. Construa o box plot para os dados do Exemplo 2.3, Capitulo 2. O que vocé pode con-
cluir a respeito da distribuicdo?

12. Refaca a questdo anterior com os dados do Problema 3 deste capitulo.

13. Faga um box plot para o Problema 10. Comente sobre a simetria, caudas e presenca de
valores atipicos.
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3.5 Grdficos de Simetria

Os quantis podem ser Uteis para se verificar se a distribuicdo dos dados é simétrica
(ou aproximadamente simétrica).

Se um conjunto de observagdes for perfeitamente simétrico devemos ter
g(0,5) - Xiy = Xpe1op™ q(0,5), (3.14)

ondei=1,2, ..,n/2 senforparei=12, .. (n+1)/2, sen for impar.

Pela relacdo (3.14), vemos que, se 0s quantis da direita estdo mais afastados da mediana,
do que os da esquerda, os dados serdo assimétricos a direita. Se ocorrer o contrario, 0s
dados serdo assimétricos a esquerda. A Figura 3.9 ilustra essas duas situacoes.

Figura 3.9: Distribuicdes assimétricas.

assimétrica a direita assimétrica & esquerda

Para os dados do Exemplo 3.8, vemos que as observagdes sdo assimétricas a direita. Em
geral, esse tipo de situacdo ocorre com dados positivos.

Podemos fazer um grafico de simetria, usando a identidade (3.14). Chamando de
u, 0 primeiro membro e de v, o segundo membro, fazendo-se um grafico cartesiano,
com 0s u.’s como abscissas e 0s V’s como ordenadas, se os dados forem aproximada-
mente simétricos, os pares (u, v) estardo dispersos ao redor da reta v = u.

Exemplo 3.9. Considere os dados que, dispostos em ordem crescente, ficam represen-
tados no eixo real como na Figura 3.10.

Figura 3.10: Dados aproximadamente simétricos.

0 5 10 15

—e—t —o—t ° f —o— ®© ——eo+ f . —e—+ —e
X X X X@ Xs) X6 i X@®) X9)
0,5 2,3 4,0 6,4 8,0 9.8 12,0 13,5 15,3

Esses dados sdo aproximadamente simétricos, pois como ¢, =8, U, = a, =X, V. =X ., ; — 0,
teremos:

u =80-05=75 v, =153 -80=73,
u,=80-23=57 v,=135-80=55
u,=8,0-40=40,v,=120-8,0 = 40,
u,=80-64=16v,=98-80=18.
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A Figura 3.11 mostra o grafico de simetria para as popula¢fes dos trinta municipios
do Brasil. Vemos que a maioria dos pontos estdo acima da reta v = u, mostrando a
assimetria a direita da distribuicdo dos valores. Nessa figura, vemos destacados 0s
pontos correspondentes a Rio de Janeiro e Sdo Paulo.

Figura 3.11: Grdfico de simetfria para o CD-Municipios.
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3.6 Transformacoes

Varios procedimentos estatisticos sdo baseados na suposicdo de que os dados pro-
vém de uma distribuicdo normal (em forma de sino) ou entdo mais ou menos simétri-
ca. Mas, em muitas situaces de interesse pratico, a distribuicdo dos dados da amostra
é assimétrica e pode conter valores atipicos, como vimos em exemplos anteriores.

Se quisermos utilizar tais procedimentos, o que se propde é efetuar uma transfor-

macdo das observacGes, de modo a se obter uma distribuicdo mais simétrica e préxima
da normal. Uma familia de transformac@es freqiientemente utilizada €

XP, sep>0
x® =2 (x), sep=0 (3.15)
—XP, sep<O0.

Normalmente, o que se faz é experimentar valores de p na seqliéncia
e, =3,-2,-1,-1/2,-1/3, - 1/4, 0, 1/4, 1/3, 1/2, 1, 2, 3, ...

e para cada valor de p obtemos graficos apropriados (histogramas, desenhos esquematicos etc.)
para os dados originais e transformados, de modo a escolhermos o valor mais adequado de p.

Vimos que, para dados positivos, a distribuicdo dos dados é usualmente assimétrica a
direita. Para essas distribuicdes, a transformagdo acima com 0 < p < 1 é apropriada, pois
valores grandes de x decrescem mais, relativamente a valores pequenos. Para distribuic6es
assimétricas a esquerda, tome p > 1.
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Exemplo 3.10. Consideremos os dados das popula¢Ges do CD-Municipios e tomemos
alguns valores de p: 0, 1/4, 1/3, 1/2. Na Figura 3.12 temos os histogramas para 0s
dados transformados e, na Figura 3.13, os respectivos box plots. Vemos que p = 0
(transformacdo logaritmica) e p = 1/3 (transformacdo raiz cubica) fornecem distribui-
¢Oes mais préximas de uma distribuicdo simétrica.

Figura 3.12: Histogramas para os dados transformados. CD-Municipios.
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Figura 3.13: Boxplots para os dados transfor-
mados. CD-Municipios. SPlus.
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3.7 Exemplos Computacionais

Vamos retomar os exemplos estudados no Capitulo 2 e complementar as anélises feitas
com as técnicas aprendidas neste capitulo.

Exemplo 2.10. (continuacao) Aqui temos as notas em Estatistica de 100 alunos de Eco-
nomia. Temos no Quadro 3.3 as principais medidas-resumo desse conjunto de dados,
fornecidas pelo comando describe do Minitab.

Quadro 3.3: Medidas descritivas para o CD-Notas. Minitab.

Descriptive Statistics

Variable N Mean Median Tr mean StDev SE Mean
C1 100 5.925 6.000 5911 1.812 0.181
Variable Min Max Q1 Q3

C1 1.500  10.000 4.625 7.375

Vemos, por exemplo, que g, = 4,625, q, = 6,000 e g, = 7,375 e, portanto, d, = d, — 0,
= 2,75. O desvio padrdo é dp = 1,812. Vimos que a distribui¢do das notas é razoavel-
mente simétrica, ndo havendo valores atipicos, o que é confirmado pelo box plot da
Figura 3.14.

Figura 3.14: Box plot para o CD-Notas. SPlus.

Notas

O grafico de simetria esta na Figura 3.15, mostrando também a reta u = v. Note que
0s pontos dispdem-se ao redor da reta, estando varios deles sobre ela, indicando a
quase-simetria dos dados. Deveriamos ter 50 pontos no grafico, mas ha véarios pares
(u;, v)) repetidos.
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Figura 3.15: Gréfico de simetria para o CD-Notas.
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Exemplo 2.11. (continuacdo) Os dados de temperatura (diarios) na cidade de Séo
Paulo, no periodo considerado, sdo ligeiramente assimétricos a esquerda. O comando
summary do SPlus fornece as medidas descritivas do Quadro 3.4. Note que o Minitab
fornece mais informacgdes que o SPlus por meio desses comandos.

Quadro 3.4. Medidas descritivas para temperaturas. SPlus.

> summary (temp)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
12.3 16 17.7 17.22 18.6 21

Temos, por exemplo, g, = 16, q, = 17,7 e g, = 18,6. A amplitude amostral € X, — X, = 8,7
e a distancia interquartil € d, = 2,6. O box plot esta na Figura 3.16, que mostra a assimetria.
Né&o héa valores atipicos.

Figura 3.16: Box plot para as temperaturas de Sdo Paulo.
CD-Poluigdo. SPlus.

20 -

|

|

|
—
8 _

|

|

|

|

|

|

|

16

12




56 CAPITULO 3 — MEDIDAS-RESUMO

No grafico de simetria na Figura 3.17, todos 0s pontos estdo abaixo da reta u = v,
mostrando que u, > v, para todo i = 1, 2, ..., 60, ou seja, as distancias da mediana aos
quantis inferiores sdo maiores do que as distancias dos quantis superiores a mediana,
indicando que a distribuicdo das observacOes é assimétrica a esquerda.

Figura 3.17: Grdfico de simetria para as temperaturas
de Séo Paulo. CD-Poluicéo.

3.8 Problemas e Complementos
14. Mostre que:
(a) i%(xi— )=0

b 36— 5= S nge= 3o X
(c) i N = X)*= 2 nx¢ - nxe

k k
([d) D f(x—xP=> fx—x?
i=1 i=1
15. Usando os resultados da questéo anterior, calcule as variéncias dos Problemas 1 e 2
deste capitulo.

16. Os dados abaixo representam as vendas semanais, em classes de saldrios minimos, de
vendedores de géneros alimenticios:
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17.

Vendas semanais Ne de vendedores
3035 2
35+ 40 10
40+ 45 18
451 50 50
50+ 55 70
55+ 60 30
60+ 65 18
6570 2

(a) Faca o histograma das observacées.

(b) Calcule a média da amostra, X.

(c) Calcule o desvio padrdo da amostra, s.

(d) Qual a porcentagem das observacées compreendidas entre X—2s e X + 25?
(e) Calcule a mediana.

Quantis. Para calcular os quantis de uma sequéncia de valores de uma varidvel X pode-
riamos usar a funcéo de distribuicdo acumulada ou empirica, definida no Problema 17
do Capitulo 2. Essa funcéo fornece, para cada ndmero real X, a proporcéo das observa-
¢des menores ou iguais a X. No Exemplo 3.5, temos

0, sex <2
1/9, se2<=x<3
2/9, se3=x<5
3/9, seb=x<7
F(X) = 4 4/9, se7<x<8 (3.16)
5/9, se8=x<10
6/9, sel0 =x<11
719, sell =x<12
8/9, se 12 <x<15
L 1, se x = 15.

O grdfico de F,(X) estd na Figura 3.18. Note que ndo h& nenhum valor de x tal que F,(x) =0,5
e F(2)=1/9, F,(3)=2/9, ..., F,(15) =1, ou seja, podemos escrever de modo geral

F(xg) = gl i=1,2 .0 (3.17)

Em particular, F(md) = F(x ;) = F,(8) =5/9=0,556. Portanto, ou mudamos nossa definicdo
de mediana, ou F.(.) ndo pode ser usada para definir precisamente mediana ou, em geral,
um quantil g(p).
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Figura 3.18: Fungdes de distribuicdio empirica (F.) e f.d.e. dlisada (F.) para o Exemplo 3.5.
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Mas vejamos que F,(-) pode ser a base para tal definicdo. Considere “alisar” ou
“suavizar” F,(-), como feito na Figura 3.18, de modo a obter uma curva continua F.(x),
que passa pelos pontos (x(i), p,), onde
i—-05

9 i=12 ..,9 (3.18)

Pi=

Observe que 0 < p, < 1/9, 1/9 < p, < 2/9 etc. Com esse procedimento, notamos que

F(x,) = 1/18, ..., E(x,) = 9/18 = 0,5, ..., F(x,) = 17/18,

(1) (9)
ou seja, podemos escrever

i-05
n

R(x) = i=1,2, .0, (3.19)
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sendo que no nosso caso n = 9. Com essa modificacdo, obtemos que F (md) =F(8) =
0,5, e para cada p, 0 < p < 1, podemos obter de modo univoco o quantil g(p), tomando-
se a funcdo inversa F_*(p). Ou seja, considere uma reta horizontal passando por p no
eixo das ordenadas, até encontrar a curva continua e depois baixe uma reta vertical até
encontrar g(p) no eixo das abscissas.

Uma maneira equivalente de proceder nos leva a seguinte definicdo para calcu-
lar q(p), para qualquer p, 0 < p < 1.

Definicdo. O p-quantil é definido por

Xy sep=p,= i _n0,5 ,i=1,2,...,n
alp) = (1_fi)x(i)+fix(i+1)’ sep,<p<p,,
Xy sep<p,
Xy sep>p,
onde f, = (P-p) ,
(p|+1_pi)

Notamos, entdo, que se p coincidir com a proporgdo p,, o quantil sera a i-ésima
observagéo, Xi S P, <p<p,,0 quantil estara no segmento de reta que une (p,, x(i))
e, X(i+1))' De fato, a reta passando por (p;, x(i)) e (p, q(p)) €

X . - X,.
_x = _ Y 7O g ).
a0 %, = 2 (¢ -p)

Exemplo 3.5. (continuacdo) Usando a definicdo obtemos:
q(0,1) = (0.6)x,, + (0,4)x,, = (0.6)(2) + (0,4)(3) = 2.4;
q(0,2) = (0,7)x,, + (0,3)x, = (0,7)(3) + (0,3)(5) = 3,6;
q(0,25) = (0,25)x,, + 0,75%, = 4.,5;
q(0,5) = X, = 8;
q(0,75) = (0,75)x,, + (0,25)x

(1)

@

o = (0,75)(11) + (0,25)(12) = 11,25.

18. Considere o CD-Municipios e fome somente os 15 maiores, relativamente & sua popula-
céo. Calcule q(0, 1), q(0, 2), q,, 9,, 9,



60

CAPITULO 3 — MEDIDAS-RESUMO

19. O nimero de divércios na cidade, de acordo com a duracdo do casamento, estd

20.

21.

representado na tabela abaixo.

a) Qual a duracéo média dos casamentos? E a mediana?
b) Encontre a variéncia e o desvio padréo da duracéo dos casamentos.

(
(
(c) Construa o histograma da distribuicéo.
(d) Encontre o 1° e o 9° decis.

(

e) Qual ointervalo interquantil?

Anos de casamento Ne de divércios
O 6 2.800
612 1.400

1218 600
1824 150
24130 50

O Departamento Pessoal de uma certa firma fez um levantamento dos saldrios dos 120
funciondrios do setor administrativo, obtendo os resultados (em saldrios minimos) da
tabela abaixo.

(a) Esboce o histograma correspondente.

(b) Calcule a média, a variancia e o desvio padréo.

(c) Calcule o 1° quartil e a mediana.

Faixa salarial Freqiiéncia relativa
O 2 0,25
2 4 0,40
4+ 6 0,20
610 0,15

(d) Se for concedido um aumento de 100% para todos os 120 funciondrios, haverd
alteracdo na média? E na variéncia? Justifique sua resposta.

(e) Sefor concedido um abono de dois saldrios minimos para todos os 120 funciondrios,
haverd alteracéo na média? E na varidncia? E na mediana? Justifique sua resposta.

O que acontece com a mediana, a média e o desvio padrdo de uma série de dados
quando:

(a) cada observacdo é multiplicada por 22

(b) soma-se 10 a cada observacdo?

(c) subtrai-se a média geral X de cada observacéo?

(d) de cada observacéo subtrai-se X e divide-se pelo desvio padrdo dp(x)?
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22.

23.

24.

Na companhia A, a média dos saldrios é 10.000 unidades e o 3° quartil é 5.000.

(a) Se vocé se apresentasse como candidato a funciondrio nessa firma e se o seu
saldrio fosse escolhido ao acaso entre todos os possiveis saldrios, o que seria mais
provavel: ganhar mais ou menos que 5.000 unidades?

(b) Suponha que na companhia B a média dos saldrios seja 7.000 unidades, a variéncia
praticamente zero e o saldrio também seja escolhido ao acaso. Em qual companhia
vocé se apresentaria para procurar emprego?

Estamos interessados em estudar a idade dos 12.325 funcionérios da Cia. Distribuidora

de Leite Teco, e isso serd feito por meio de uma amostra. Para determinar que tamanho

deverd ter essa amostra, foi colhida uma amostra-piloto. As idades observadas foram: 42,

35, 27, 21, 55, 18, 27, 30, 21, 24.

(a) Determine as medidas descritivas dos dados que vocé conhece.

(b) Qual dessas medidas vocé acredita que serd a mais importante para julgar o tama-
nho final da amostra? Por qué?

Estudando-se o consumo didrio de leite, verificou-se que, em certa regido, 20% das familias
consomem até um litro, 50% consomem entre um e dois litros, 20% consomem entre dois e trés
litros e o restante consome entre trés e cinco litros. Para a varidvel em estudo:

(a) Escreva as informacées acima na forma de uma tabela de freqiéncias.

b) Construa o histograma.

(

(c) Calcule a média e a mediana.

(d) Calcule a varidncia e o desvio padréo.
(

e) Qual o valor do 1° quartil2

25. Adistribuicédo de freqiiéncias do saldrio anual dos moradores do bairro A que tém algu-

ma forma de rendimento é apresentada na tabela abaixo:

Faixa salarial Fregiiéncia
(x 10 saldrios minimos) 9
O 2 10.000
2 4 3.900
4= 6 2.000
6 8 1.100
810 800
1012 700
1214 2.000
Total 20.500

(a) Construa um histograma da distribuigéo.

(b) Qual a média e o desvio padréo da varidvel saldrio?

(c) O bairro B apresenta, para a mesma varidvel, uma média de 7,2 e um desvio padrdo
de 15,1. Em qual dos bairros a populacdo é mais homogénea quanto & renda?

(d) Construa a funcdo de distribuicdo acumulada e determine qual a faixa salarial dos
10% mais ricos da populacéao do bairro.

(e) Qual a “riqueza total” dos moradores do bairro?
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26. Dado o histograma abaixo, calcular a média, a variéncia, a moda, a mediana e o 1°
quartil.

30%

25%

20%

15%

10%

2 4 6 8 10 12

27. Em uma granja foi observada a distribuicdo dos frangos em relacéo ao peso, que era

a seguinte:
Peso (gramas) n,
960 980 60
980+ 1.000 160
1.000+ 1.020 280
1.020+ 1.040 260
1.040 + 1.060 160
1.060+ 1.080 80
a) Qual a média da distribuicao?
b) Qual a varidncia da distribuicdo?

Construa o histograma.
Queremos dividir os frangos em quatro categorias, em relacéo ao peso, de modo que:
— o0s 20% mais leves sejam da categoria D;

=553
o

— os 30% seguintes sejam da categoria C;

— 0s 30% seguintes sejom da categoria B;

— 0s 20% seguintes (ou seja, os 20% mais pesados) sejom da categoria A.
Quais os limites de peso entre as categorias A, B, C e D2

(e) O granjeiro decide separar deste lote os animais com peso inferior a dois desvios
padrées abaixo da média para receberem racéo reforcada, e também separar os
animais com peso superior a um e meio desvio padrdo acima da média para usé-los
como reprodutores.

Qual a porcentagem de animais que serdo separados em cada caso?

28. Aidade média dos candidatos a um determinado curso de aperfeicoamento sempre foi
baixa, da ordem de 22 anos. Como esse curso foi planejado para atender a todas as
idades, decidiu-se fazer uma campanha de divulgacéo. Para se verificar se a campanha
foi ou néo eficiente, fez-se um levantamento da idade dos candidatos & Ultima promocéo,
e os resultados est@o na tabela a seguir.
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29.

30.

31.

32.

Idade Frequéncia Porcentagem
1820 18 36
20+ 22 12 24
22+ 26 10 20
26130 8 16
30+ 36 2 4

Total 50 100

(a) Baseando-se nesses resultados, vocé diria que a campanha produziu algum efeito
(isto &, aumentou a idade média)?

(b) Um outro pesquisador decidiu usar a seguinte regra: se a diferenca X—22 fosse maior
que o valor 2dp(X)/A/n, entdo a campanha feria surtido efeito. Qual a conclusao dele,
baseada nos dados?

(c) Faca o histograma da distribuicéo.

Para se estudar o desempenho de duas corretoras de acdes, selecionou-se de cada
uma delas amostras aleatérias das acées negociadas. Para cada acédo selecionada,
computou-se a porcentagem de lucro apresentada durante um periodo fixado de tempo.
Os dados estdo a seguir.

Corretora A Corretora B

45 & 54 57 55 58
62 55 70 50 52 59
38 48 64 59 55 56
55 56 55 61 52 53
54 59 48 57 57 50
65 55 & 55 58 54

59 51 56

Que tipo de informacdo revelam esses dados? (Sugestdo: use a andlise proposta nas
Secées 3.3e 3.4))

Para verificar a homogeneidade das duas populacées do problema anterior, um esta-
var (X/A)
var (X/B)
tomar baseado nesse valor. Que regra de decisdo vocé adotaria para dizer se sdo
homogéneas ou ndo (var(X/A) = varidncia de X, para a corretora A; X = %
de lucro)?

tistico sugeriu que se usasse o quociente F = , mas ndo disse qual decis@o

Faca um desenho esquemdtico (box plot) para os dados da corretora A e um para os
dados da corretora B. Compare os dois conjuntos de dados por meio desses desenhos.

Para decidir se o desempenho das duas corretoras do exercicio 29 séo semelhantes ou
ndo, adotou-se o seguinte teste: sejam

t= Xa— Xg S = (ny—1) var(X/A) + (ng — L)var(X/B)

S:[1/n, + 1/n, o n,+n,—-2
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Caso |t]| < 2, os desempenhos sdo semelhantes, caso contrério, sdo diferentes. Qual seria
a sua conclus@o? Aqui, n, é o nimero de acdes selecionadas da corretora A e nomencla-
tura andloga para Ng.

33. Um érgéo do governo do estado estéd interessado em determinar padrées sobre o investi-

34.

35.

mento em educacéo, por habitante, realizado pelas prefeituras. De um levantamento de
dez cidades, foram obtidos os valores (codificados) da tabela abaixo:

Cidade A B C D E F G H I J
Investimento 20 16 14 8 19 15 14 16 19 18

Nesse caso, serd considerado como investimento bésico a média final das observacées, cal-
culada da seguinte maneira:

1. Obtém-se uma média inicial.

2. Eliminam-se do conjunto aquelas observacdes que forem superiores & média inicial
mais duas vezes o desvio padrdo, ou inferiores & média inicial menos duas vezes o
desvio padréo.

3. Calcula-se a média final com o novo conjunto de observacées.

Qual o investimento bésico que vocé daria como resposta?

Observacdo: O procedimento do item 2 tem a finalidade de eliminar do conjunto a cidade
cujo investimento é muito diferente dos demais.

Estudando-se a distribuicdo das idades dos funciondrios de duas reparticdes piblicas,
obtiveram-se algumas medidas que estdo no quadro abaixo. Esboce o histograma alisa-
do das duas distribuicées, indicando nele as medidas descritas no quadro. Comente as
principais diferencas entre os dois histogramas.

Reparticio | Minimo | 1°Quartil | Mediana | Média | 3° Quartil | Méximo | dp
A 18 27 33 33 39 48 5
B 18 23 32 33 42 48 10

Decidiu-se investigar a distribuicéo dos profissionais com nivel universitdrio em duas
regides, A e B. As informacées pertinentes foram obtidas e encontram-se no quadro
abaixo, expressas em saldrios minimos. Esboce a distribuicdo (histograma alisado) dos
salérios de cada regido, indicando no gréfico as medidas apresentadas no quadro.
Faca também uma descricéo rapida das principais diferencas observadas nos gréficos.

Regido | Média dp | Mediana | Moda q, q, X Xy
A 20,00 | 4,00 20,32 20,15 17,32 22,68 8,00 32,00
B 20,00 | 6,00 18,00 17,00 16,00 24,00 14,00 42,00
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36.

37.

38.

39.

40.

Construa o desenho esquemdtico para os dados do Problema 6, do Capitulo 2. Obtenha
conclusdes a respeito da distribuicdo, a partir desse desenho.

Usando os dados da varidvel qualitativa regido de procedéncia, da Tabela 2.1, transforme-a
na varidvel quantitativa X, definida do seguinte modo:
X — {1, se a regido de procedéncia for capital;
0, se a regido de procedéncia for interior ou outra.
(a) Calcule X e var(X).
(b) Qual ainterpretacao de X2
(c) Construa um histograma para X.

No Problema 9, do Capitulo 2, temos os resultados de 25 funciondrios em vdrios exames
a que se submeteram. Sabe-se agora que os critérios adotados em cada exame nédo sé@o
compardveis, por isso decidiu-se usar o desempenho relativo em cada exame. Essa medida
serd obtida do seguinte modo:

(I) Para cada exame serdo calculados a média X e o desvio padrdo dp(X).

(I) A nota X de cada aluno serd padronizada do seguinte modo:

X=X
7=
dp(X)

(a) Interprete o significado de Z.

(b) Calcule as notas padronizadas dos funciondrios para o exame de Estatistica.

(c) Com os resultados obtidos em (b), calcule Z e dp(2).

(d) Se alguma das notas padronizadas estiver acima de 2dp(Z) ou abaixo de —2dp(2),
esse funciondrio deve ser considerado um caso atipico. Existe algum nessa situacdo?

(e) O funciondrio 1 obteve 9,0 em Direito, em Estatistica e em Politica. Em que disciplina
o seu desempenho relativo foi melhor?

Média aparada. Se 0 < o < 1, uma média aparada a 1000% é obtida eliminando
1000:% das menores observacées e 1000% das maiores observacées e calculando-se
a média aritmética das restantes. Por exemplo, se tivermos 10 observacées ordenadas

1 o/ %
Xy <Xy <. <Xy, a média aparada a 10% é

Xt Xg t ... * Xg
8

%(0,10) =

Se o = 0,25, X (0,25) é chamada meia-média.
Calcule a média aparada a 10% e 25% para os dados de saldrios da Tabela 2.1.

Coeficiente de variacdo. Como vimos na secéo 3.3, o desvio padréo é bastante afetado
pela magnitude dos dados, ou seja, ele ndo é uma medida resistente. Se quisermos
comparar a variabilidade de dois conjuntos de dados podemos usar o coeficiente de
variacéo, que é definido como a razéo entre o desvio padréo, S, e a média amostral e
usualmente expresso em porcentagem:

cv = — 100%.

x| »n
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41.

42.
43.

44,

45.

46.

47.

Calcule o coeficiente de variacdo para as regides A e B e do Problema 35 e comente o
resultado.

Desvio absoluto mediano. Esta é uma medida de disperso dos dados x,, ..., X, definida por:

dam = med |xj—med1£isn(xi)|.

l<j=n

Ou seja, calculamos a mediana dos dados, depois os desvios absolutos dos dados em
relacdo & mediana e, finalmente, a mediana desses desvios absolutos. Vamos considerar os
dados abaixo, extraidos de Graedel e Kleiner (1985) e que representam velocidades do
vento no aeroporto de Philadelphia (EUA) para os primeiros 15 dias de dezembro de 1974.
Vemos que hd uma observacdo muito diferente das demais (61,1), mas que representa um
dado real: no dia 2 de dezembro houve uma tempestade forte com chuva e vento.

22,2 61,1 130 278 22,2
74 74 74 20,4 20,4
20,4 11,1 130 74 14,8

Calculando-se as medidas de posicéo e dispersao estudadas, obtemos:

X =184, X(0,20) = 15,8;
md = 14,8, q,= 8,3, q, = 21,8;
d,= 14,8, dam = 7,4, dp(X) = 135.

Observemos que, retirando-se o valor atipico 61,1, a média passa a ser 15,3 e o desvio
padrdo 6,8, valor este mais préximo do dam.

Calcule o desvio absoluto mediano para as populacées do CD-Brasil.

Calcule as principais medidas de posicao e disperséo (incluindo a média aparada e o
dam) para:

(a) variavel CO no CD-Poluicéo;

(b) saldrios de mecanicos, CD-Saldrios; e

(c) variavel preco, CD-Veiculos.

Construa os histogramas, ramo-e-folhas e desenhos esquemdticos para as varidveis do
problema anterior.

Faga um gréfico de quantis e um de simetria para os dados do Problema 3. Os dados séo
simétricos? Comente.

Para o CD-Temperaturas e para a varidvel temperatura de Ubatuba, obtenha um gréfico de
quantis e um gréfico de simetria. Os dados séo simétricos? Comente.

O histograma dé uma idéia de como é a verdadeira densidade de frequiéncias da populagdo da
qual os dados foram selecionados. Suponha que tenhamos o histograma da figura abaixo e
que a curva suave seja a verdadeira densidade populacional desconhecida.
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48.

Considere as disténcias entre o histograma e a densidade. Suponha que queiramos
determinar a amplitude de classe A do histograma de modo a minimizar a maior distén-
cia (em valor absoluto). Freedman e Diaconis (1981) mostraram que o valor de A é
dado aproximadamente por

~ 1/3
A =1,3498 ('Og ”) ,

em que S é um estimador robusto do desvio padrdo populacional. Por exemplo, podemos
tomar

~

q

1,349’

emqued =q,-q, éa disténcia interquartil, devido ao fato de, numa distribuicdo normal,
d,=1,3490, sendo o o o desvio padrdo. Segue-se que A é dado por

13
A=d, ('OL) .

Usando esse resultado, o ndmero de classes a considerar num histograma é obtido
. Xy — X

por meio de ((”)—(l)) .

Use o problema anterior para construir histogramas para:

(a) variavel umid (umidade) do CD-Poluicéo;

(b) variével salério dos professores do CD-Saldrios; e

(c) atemperatura de Cananéia, do CD-Temperaturas.



Capitulo 4

ise Bidimensional

And

4.1 Introducao

Até agora vimos como organizar e resumir informagGes pertinentes a uma unica
variavel (ou a um conjunto de dados), mas frequentemente estamos interessados em
analisar o comportamento conjunto de duas ou mais variaveis aleatorias. Os dados apa-
recem na forma de uma matriz, usualmente com as colunas indicando as varidveis e as
linhas os individuos (ou elementos). A Tabela 4.1 mostra a notacdo de uma matriz com
p variaveis X, X,, ..., X e n individuos, totalizando np dados. A Tabela 2.1, com os
dados hipotéticos da Companhia MB, é uma ilustracdo numérica de uma matriz 36 x 7.

O principal objetivo das andlises nessa situacdo é explorar relacdes (similaridades)
entre as colunas, ou algumas vezes entre as linhas. Como no caso de apenas uma
varidvel que estudamos, a distribui¢cdo conjunta das freqiiéncias sera um instrumento
poderoso para a compreensdo do comportamento dos dados.

Neste capitulo iremos nos deter no caso de duas varidveis ou dois conjuntos de
dados. Na secdo 4.8 daremos dois exemplos do caso de trés variaveis.

Tabela 4.1: Tabela de dados.

. Varidvel
Individuo
X, X, X X,
1 X11 XlZ le le
2 Xa1 X22 Xaj X2p
1 Xi1 Xiz Xij Xip
n Xn1 Xn2 X”l an

Em algumas situacdes, podemos ter dois (ou mais) conjuntos de dados provenientes da
observacdo da mesma varidvel. Por exemplo, podemos ter um conjunto de dados X, X}
que sdo as temperaturas na cidade A, durante n meses, e outro conjunto de dados {y,, ..., Y.},
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que sdo as temperaturas da cidade B, nos mesmos meses. Para efeito de analise, podemos
considerar que o primeiro conjunto sdo observacfes da variavel X: temperatura na cidade A,
enquanto o segundo conjunto sdo observacBes da variavel Y: temperatura na cidade B. Este
é 0 caso do CD-Temperaturas. Também poderiamos usar uma variavel X para indicar a
temperatura e outra varidvel, L, para indicar se a observagdo pertence a regido A ou B. Na
Tabela 2.1 podemos estar interessados em comparar os salarios dos casados e solteiros. Uma
reordenacdo dos dados poderia colocar os casados nas primeiras posi¢des e 0s solteiros nas
Gltimas, e nosso objetivo passaria a ser comparar, na coluna de salarios (variavel S), o compor-
tamento de S na parte superior com a inferior. A escolha da apresentacéo de um ou outro modo
sera ditada principalmente pelo interesse e técnicas de analise a disposigdo do pesquisador.

No CD-Brasil temos cinco varidveis: superficie, populacdo urbana, rural e total e densi-
dade populacional. No CD-Poluigdo temos quatro varidveis: quantidade de monoxido de
carbono, 0zonio, temperatura do ar e umidade relativa do ar.

Quando consideramos duas variaveis (ou dois conjuntos de dados), podemos ter
trés situacoes:

(@) as duas variaveis sdo qualitativas;
(b) as duas variaveis sdo quantitativas; e
(c) uma variavel é qualitativa e outra é quantitativa.

As técnicas de analise de dados nas trés situacdes sao diferentes. Quando as varia-
veis sdo qualitativas, os dados sdo resumidos em tabelas de dupla entrada (ou de
contingéncia), onde aparecerdo as freqiiéncias absolutas ou contagens de individuos
que pertencem simultaneamente a categorias de uma e outra variavel. Quando as duas
variaveis sdo quantitativas, as observacdes sao provenientes de mensuragdes, e técni-
cas como graficos de dispersdo ou de quantis sdo apropriadas. Quando temos uma
varidvel qualitativa e outra quantitativa, em geral analisamos o que acontece com a variavel
guantitativa quando os dados sdo categorizados de acordo com os diversos atributos
da variavel qualitativa. Mas podemos ter também o caso de duas variaveis quantitati-
vas agrupadas em classes. Por exemplo, podemos querer analisar a associacdo entre
renda e consumo de certo nimero de familias e, para isso, agrupamos as familias em
classes de rendas e classes de consumo. Desse modo, recaimos novamente numa tabe-
la de dupla entrada.

Contudo, em todas as situagdes, 0 objetivo é encontrar as possiveis relaces ou
associacdes entre as duas varidveis. Essas relagdes podem ser detectadas por meio de
métodos graficos e medidas numéricas. Para efeitos praticos (e a razdo ficara mais clara
apos o estudo de probabilidades), iremos entender a existéncia de associacdo como a
mudanca de opinido sobre o comportamento de uma variavel na presenca ou nao de
informacédo sobre a segunda varidvel. llustrando: existe relagdo entre a altura de pessoas
e 0 sexo (homem ou mulher) em dada comunidade? Pode-se fazer uma primeira pergunta:
qual a freqiiéncia esperada de uma pessoa dessa populacdo ter, digamos, mais de 170 cm
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de altura? E também uma segunda: qual a freqiiéncia esperada de uma mulher (ou ho-
mem) ter mais de 170 cm de altura? Se a resposta para as duas perguntas for a mesma,
diriamos que ndo ha associacdo entre as varidveis altura e sexo. Porém, se as respostas
forem diferentes, isso significa uma provavel associacdo, e devemos incorporar esse
conhecimento para melhorar o entendimento sobre os comportamentos das variaveis.
No exemplo em questdo, vocé acha que existe associacdo entre as variaveis?

4.2 Variaveis Qualitativas

Para ilustrar o tipo de analise, consideremos o exemplo a seguir.

Exemplo 4.1. Suponha que queiramos analisar o comportamento conjunto das varia-
veis Y: grau de instrucdo e V: regido de procedéncia, cujas observagOes estdo contidas
na Tabela 2.1. A distribuicdo de freqliéncias é representada por uma tabela de dupla
entrada e esta na Tabela 4.2.

Cada elemento do corpo da tabela da a freqliéncia observada das realizacdes si-
multaneas de Y e V. Assim, observamos quatro individuos da capital com ensino funda-
mental, sete do interior com ensino médio etc.

A linha dos totais fornece a distribuicdo da variavel Y, ao passo que a coluna dos
totais fornece a distribuicdo da variavel V. As distribuicdes assim obtidas sdo chamadas
tecnicamente de distribuigfes marginais, enquanto a Tabela 4.2 constitui a distribui-
cdo conjunta de Y e V.

Tabela 4.2: Distribuicdo conjunta das freqiiéncias das varidveis grau de instrugdo (Y) e regido de

procedéncia (V).
Y Ensino . o _

Vv Fundamental Ensino Médio Superior Total
Capital 4 5 5 .
Interior 3 7 5 12
Outra 5 6 5 13
Total 12 18 5 %

Fonte: Tabelo 2.1.

Em vez de trabalharmos com as frequéncias absolutas, podemos construir tabelas
com as freqliéncias relativas (propor¢6es), como foi feito no caso unidimensional.
Mas aqui existem trés possibilidades de expressarmos a proporcao de cada casela:

(@) em relacdo ao total geral;
(b) em relacéo ao total de cada linha;
(c) ou em relacdo ao total de cada coluna.

De acordo com o objetivo do problema em estudo, uma delas sera a mais conveniente.
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A Tabela 4.3 apresenta a distribuicdo conjunta das freqliéncias relativas, expressas
como proporcdes do total geral. Podemos, entdo, afirmar que 11% dos empregados vém
da capital e ttm o ensino fundamental. Os totais nas margens fornecem as distribuicdes
unidimensionais de cada uma das variaveis. Por exemplo, 31% dos individuos vém da
capital, 33% do interior e 36% de outras regides. Observe que, devido ao problema de
aproximacao das divis@es, a distribuicdo das propor¢es introduz algumas diferengas ndo
existentes. Compare, por exemplo, as colunas de instrucdo superior nas Tabelas 4.2 e 4.3.

A Tabela 4.4 apresenta a distribuicdo das proporg¢oes em relacdo ao total das colunas.
Podemos dizer que, entre os empregados com instrucéo até o ensino fundamental, 33%
vém da capital, ao passo que entre os empregados com ensino médio, 28% vém da
capital. Esse tipo de tabela serve para comparar a distribuicdo da procedéncia dos
individuos conforme o grau de instrucéo.

Tabela 4.3: Distribuicdo conjunta das proporgdes (em porcentagem) em
relacdio o total geral das variaveis Y e V definidas no texto.

v Y Fundamental Médio Superior Total
Capital 11% 14% 6% 31%
Interior 8% 19% 6% 33%
Outra 14% 17% 5% 36%
Total 33% 50% 17% 100%

Fonte: Tabelo 4.2.

Tabela 4.4: Distribuicdo conjunta das proporcdes (em porcentagem) em
relac@o aos totais de cada coluna das varidveis Y e V definidas

no texto.

v ¥ |Fundamental|  Meédio Superior Total
Copita| 33% 28% 33% 31%
Interior 25% 39% 33% 33%
Outra 42% 33% 34% 36%
Total 100% 100% 100% 100%

Fonte: Tabela 4.2.

De modo analogo, podemos construir a distribuicdo das propor¢cdes em relacdo ao
total das linhas. Aconselhamos o leitor a construir essa tabela.

A comparacdo entre as duas variaveis também pode ser feita utilizando-se repre-
sentacOes graficas. Na Figura 4.1 apresentamos uma possivel representacdo para 0s
dados da Tabela 4.4.
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Figura 4.1: Distribuicdio da regidio de procedéncia por grau de instrugdo.
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1. Usando os dados da Tabela 2.1, Capftulo 2:

(a) Construa a distribuicdo de freqiiéncia conjunta para as varidveis grau de instrucéo e
regido de procedéncia.

(b) Qual a porcentagem de funciondrios que tém o ensino médio?

(c) Qual a porcentagem daqueles que tém o ensino médio e sdo do interiore

(d) Dentre os funciondrios do interior, quantos por cento t&m o ensino médio?

2. No problema anterior, sorteando um funciondrio ao acaso entre os 36:

(a) Qual serd provavelmente o seu grau de instrucéo?
(b) Esua regido de procedéncia?

(c) Qual a probabilidade do sorteado ter nivel superior?
(d) Sabendo que o sorteado é do interior, qual a probabilidade de ele possuir nivel superior?

(e) Sabendo que o escolhido é da capital, qual a probabilidade de ele possuir nivel
superiore

. Numa pesquisa sobre rotatividade de méao-de-obra, para uma amostra de 40 pessoas
foram observadas duas varidveis: nGmero de empregos nos Ultimos dois anos (X) e
saldrio mais recente, em nimero de saldrios minimos (Y). Os resultados foram:
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Individuo X Y Individuo X Y
1 1 6 21 2 4
2 3 2 2 3 2
3 2 4 23 4 1
4 3 1 24 1 5
5 2 4 25 2 4
6 2 1 26 3 2
7 3 3 74 4 1
8 1 5 28 1 5
9 2 2 29 4 4
10 3 2 30 3 3
11 2 5 31 2 2
12 3 2 32 1 1
13 1 6 33 4 1
14 2 1 K7\ 2 6
15 3 2 35 4 2
16 4 2 36 3 1
17 1 5 37 1 4
18 2 5 38 3 2
19 2 1 3 2 3

20 2 1 40 2 5

(a) Usando a mediana, classifique os individuos em dois niveis, alto e baixo, para cada uma
das varidveis, e construa a distribuicdo de freqiéncias conjunta das duas classificacées.

(b) Qual a porcentagem das pessoas com baixa rotatividade e ganhando pouco?

(c) Qual a porcentagem das pessoas que ganham pouco?

(d) Entre as pessoas com baixa rotatividade, qual a porcentagem das que ganham pouco?

(e) Ainformacéo adicional dada em (d) mudou muito a porcentagem observada em (c)2
O que isso significa?

4.3 Associacdo entre Variaveis Qualitativas

Um dos principais objetivos de se construir uma distribuicdo conjunta de duas
varidveis qualitativas é descrever a associacao entre elas, isto é, queremos conhecer 0
grau de dependéncia entre elas, de modo que possamos prever melhor o resultado de
uma delas quando conhecermos a realiza¢do da outra.

Por exemplo, se quisermos estimar qual a renda média de uma familia moradora
da cidade de Sédo Paulo, a informacdo adicional sobre a classe social a que ela pertence
nos permite estimar com maior precisdo essa renda, pois sabemos que existe uma
dependéncia entre as duas variaveis: renda familiar e classe social. Ou, ainda, supo-
nhamos que uma pessoa seja sorteada ao acaso na populacdo da cidade de Sdo Paulo
e devamos adivinhar o sexo dessa pessoa. Como a proporcdo de pessoas de cada sexo
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¢ aproximadamente a mesma, o resultado desse exercicio de adivinhacdo poderia ser
qualguer um dos sexos: masculino ou feminino. Mas se a mesma pergunta fosse feita
e também fosse dito que a pessoa sorteada trabalha na indudstria siderdrgica, entdo
nossa resposta mais provavel seria que a pessoa sorteada € do sexo masculino. Ou
seja, hd um grau de dependéncia grande entre as variaveis sexo e ramo de atividade.

Vejamos como podemos identificar a associa¢do entre duas variaveis da distribui-
¢do conjunta.

Exemplo 4.2. Queremos verificar se existe ou ndo associacdo entre 0 sexo e a carreira
escolhida por 200 alunos de Economia e Administracdo. Esses dados estdo na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Distribuicdo conjunta de alunos segundo o sexo (X) e
o curso escolhido (Y).

v X Masculino Feminino Total
Economia 85 35 120
Administracdio 55 25 80
Total 140 60 200

Fonte: Dados hipotéticos.

Inicialmente, verificamos que fica muito dificil tirar alguma concluséo, devido a dife-
renca entre os totais marginais. Devemaos, pois, construir as proporcdes segundo as linhas
ou as colunas para podermos fazer comparagdes. Fixemos os totais das colunas; a distribui-
cao estad na Tabela 4.6.

Tabela 4.6: Distribuigéo conjunta das proporcdes (em porcentagem)
de alunos segundo o sexo (X) e o curso escolhido (Y).

v X Masculino Feminino Total
Economia 61% 58% 60%
Administracéo 39% A42% 40%
Total 100% 100% 100%

Fonte: Tabela 4.5.

A partir dessa tabela podemos observar que, independentemente do sexo, 60% das
pessoas preferem Economia e 40% preferem Administracdo (observe na coluna de total).
N&o havendo dependéncia entre as variaveis, esperariamos essas mesmas proporcoes
para cada sexo. Observando a tabela, vemos que as propor¢des do sexo masculino
(61% e 39%) e do sexo feminino (58% e 42%) sdo préximas das marginais (60% e 40%).
Esses resultados parecem indicar ndo haver dependéncia entre as duas variaveis, para o
conjunto de alunos considerado. Concluimos entdo que, neste caso, as variaveis sexo e
escolha do curso parecem ser ndo associadas.
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Vamos considerar, agora, um problema semelhante, mas envolvendo alunos de
Fisica e Ciéncias Sociais, cuja distribuicdo conjunta esta na Tabela 4.7.

Tabela 4.7: Distribuicdo conjunta das freqiiéncias e proporgdes (em
porcentagem), segundo o sexo (X) e o curso escolhido (Y).

Y X Masculino Feminino Total
Fisica 100(71%) 20(33%) 120 (60%)
Ciéncias Sociais 40 (29%) 40 (67%) 80 (40%)
Total 140(100%) 60(100%) 200 (100%)

Fonte: Dados hipotéticos.

Inicialmente, convém observar que, para economizar espaco, resumimos duas tabelas
numa Unica, indicando as proporcdes em relagdo aos totais das colunas entre parénteses.
Comparando agora a distribuicdo das proporcdes pelos cursos, independentemente do
sexo (coluna de totais), com as distribuigdes diferenciadas por sexo (colunas de masculino
e feminino), observamos uma disparidade bem acentuada nas proporc¢des. Parece, pois,
haver maior concentracdo de homens no curso de Fisica e de mulheres no de Ciéncias
Sociais. Portanto, nesse caso, as variaveis sexo e curso escolhido parecem ser associadas.

Quando existe associagdo entre variaveis, sempre € interessante quantificar essa
associagdo, e isso serd objeto da proxima secdo. Antes de passarmos a discutir esse aspecto,
convém observar que teriamos obtido as mesmas conclusdes do Exemplo 4.2 se tivésse-
mos calculado as proporc¢des, mantendo constantes os totais das linhas.

4. Usando os dados do Problema 1, responda:

(a) Qual a distribuicdo das proporcées do grau de educacéo segundo cada uma das
regides de procedéncia?

(b) Baseado no resultado anterior e no Problema 2, vocé diria que existe dependéncia
entre a regido de procedéncia e o nivel de educacdo do funciondrio?

5. Usando o Problema 3, verifique se ha relacées entre as varidveis rotatividade e saldrio.

6. Uma companhia de seguros analisou a freqiéncia com que 2.000 segurados (1.000
homens e 1.000 mulheres) usaram o hospital. Os resultados foram:

Homens Mulheres
Usaram o hospital 100 150
Néo usaram o hospital 900 850

(a) Calcule a proporcéo de homens entre os individuos que usaram o hospital.
(b) Calcule a proporcéo de homens entre os individuos que néo usaram o hospital.
(c) O uso do hospital independe do sexo do segurado?
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4.4 Medidas de Associacao entre Variaveis Qualitativas

De modo geral, a quantificagdo do grau de associacdo entre duas varidveis é feita
pelos chamados coeficientes de associacdo ou correlacdo. Essas sdo medidas que
descrevem, por meio de um Unico nlmero, a associacdo (ou dependéncia) entre duas
variaveis. Para maior facilidade de compreensao, esses coeficientes usualmente variam
entre 0 e 1, ou entre =1 e +1, e a proximidade de zero indica falta de associacéo.

Existem muitas medidas que quantificam a associa¢do entre variaveis qualitativas,
apresentaremos apenas duas delas: o chamado coeficiente de contingéncia, devido a
K. Pearson e uma modificacdo desse.

Exemplo 4.3. Queremos verificar se a criacdo de determinado tipo de cooperativa esta
associada com algum fator regional. Coletados os dados relevantes, obtemos a Tabela 4.8.

Tabela 4.8: Cooperativas autorizadas a funcionar por tipo e estado, junho de 1974.

Tipo de Cooperativa
Estado Total
Consumidor |  Produtor Escola Outras
S&o Paulo 214(33%) 237 (37%) 78(12%) 119(18%) 648 (100%)
Parané 51(17%) 102 (34%) 126 (42%) 22(7%) 301 (100%)
Rio G. do Sul 111(18%) 304 (51%) 139(23%) 48 (8%) 602 (100%)
Total 376 (24%) 643 (42%) 343 (22%) 189(12%) 1.551 (100%)

Fonte: Sinopse Estatistica da Brasil — IBGE, 1977.

A analise da tabela mostra a existéncia de certa dependéncia entre as varidveis. Caso
ndo houvesse associacdo, esperariamos que em cada estado tivéssemos 24% de coope-
rativas de consumidores, 42% de cooperativas de produtores, 22% de escolas e 12%
de outros tipos. Entdo, por exemplo, o nimero esperado de cooperativas de consumido-
res no Estado de S&o Paulo seria 648 x 0,24 = 157 e no Parana seria 301 x 0,24 = 73 (ver
Tabela 4.9).

Tabela 4.9: Valores esperados na Tabela 4.8 assumindo a independéncia entre as
duas varidveis.

Tipo de Cooperativa
Estado Total
Consumidor |  Produtor Escola Outras
Sdo Paulo 157 (24%) 269 (42%) 143 (22%) 79 (12%) 648 (100%)
Parand 73(24%) 124 (42%) 67 (22%) 37(12%) 301 (100%)
Rio G. do Sul 146 (24%) 250 (42%) 133(22%) 73(12%) 602 (100%)
Total 376(24%) 643 (42%) 343 (22%) 189 (12%) 1.551(100%)

Fonte: Tabelo 4.8.
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Tabela 4.10: Desvios entre observados e esperados.

Tipo de Cooperativa
Estado
Consumidor Produtor Escola Outras
Sdo Paulo 57(20,69) -32(3,81) -65(29,55) 40(20,25)
Parand -22(6,63) -22(3,90) 59(51,9¢) -15(6,08)
Rio G. do Sul -35(8,39) 54(11,66) 6(0,27) -25(8,56)

Fonte: Tabelos 4.8 ¢ 4.9.

Comparando as duas tabelas, podemos verificar as discrepancias existentes entre o0s
valores observados (Tabela 4.8) e os valores esperados (Tabela 4.9), caso as variaveis
ndo fossem associadas. Na Tabela 4.10 resumimos o0s desvios: valores observados me-
nos valores esperados. Observando essa tabela podemos tirar algumas conclusoes:

(i) A soma total dos residuos é nula. Isso pode ser verificado facilmente soman-
do-se cada linha.

(if) A casela Escola-S8o Paulo é aquela que apresenta 0 maior desvio da suposicao
de ndo-associacdo (—65). Nessa casela esperdvamos 143 casos. A casela Escola-
Parana também tem um desvio alto (59), mas o valor esperado é bem menor
(67). Portanto, se féssemos considerar os desvios relativos, aquele correspon-
dente ao segundo caso seria bem maior. Uma maneira de observar esse fato é
construir, para cada casela, a medida

©-e) _eie‘)z , (4.1)

no qual o € o valor observado e e € o valor esperado.

Usando (4.1) para a casela Escola-Sao Paulo obtemos (—65)%/143 = 29,55 e para a
casela Escola-Parana obtemos (59)%/67= 51,96, 0 que € uma indicacdo de que o desvio
devido a essa Ultima casela é “maior” do que aquele da primeira. Na Tabela 4.10
indicamos entre parénteses esses valores para todas as caselas.

Uma medida do afastamento global pode ser dada pela soma de todas as medi-
das (4.1). Essa medida é denominada X* (qui-quadrado) de Pearson, e no nosso
exemplo teriamos

X?=20,69 + 6,63 + ... + 8,56 = 171,76.

Um valor grande de X* indica associacdo entre as variaveis, o que parece ser
0 Caso.

Antes de dar uma férmula geral para essa medida de associa¢do, vamos introduzir, na
Tabela 4.11, uma notacdo geral para tabelas de dupla entrada.
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Tabela 4.11: Notagdo para tabelas de contingéncia.

Y
X B, B, B, B, Total
Al nll n12 nlj nls nl4
AZ I’]21 n22 n2j nZS n2.
Ai nll i2 ij is nl
Ar nrl nrz I"]rj nrs nr.
Total n, n, n; n, n.

Suponha que temos duas variaveis qualitativas X e Y, classificadas em r categorias
A, A, .., A para X e s categorias B, B,, ..., B,, para Y.

Na tabela, temos:

n; =numero de elementos pertencentes a i-ésima categoria de X e j-ésima categoria
de;

S
n = ijl n, = nimero de elementos da i-ésima categoria de X;

n, =2,

-]

; nimero de elementos da j-ésima categoria de Y;

r S
n.=n= Zi:l ijl n; = nimero total de elementos.

Sob a hipotese de que as variaveis X e Y ndo sejam associadas (comumente dize-
mos independentes), temos que

nll — rli2 — r.lis H—
o h, S r]ls,|—1,2, o I (4.2)
ou ainda
n _ oL - _
_rJ}j_T’ i=1,.,rj=1.,s
de onde se deduz, finalmente, que
n; n; . .
N, =—m=, i=1.,rj=1 .,s (4.3)

Portanto, sob a hipétese de independéncia, de (4.3) segue que, em termos de
freqliéncias relativas, podemos escrever f; = f; f;.

Chamando de freqUéncias esperadas os valores dados pelos segundos membros
de (4.3), e denotando-as por n;, temos que o qui—quadrado de Pearson pode ser escrito

i=1j=1 ,J
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onde n, sdo os valores efetivamente observados. Se a hlpotese de ndo- assomagao for
verdadelra o valor calculado de (4.4) deve estar proximo de zero. Se as variaveis
forem associadas, o valor de X* deve ser grande.

Podemos escrever a formula (4.4) em termos de frequéncias relativas, como

Sy 3O
i=1j= Ij
para a qual as notacGes sdo similares.

Pearson definiu uma medida de associacdo, baseada em (4.4), chamada coeficiente
de contingéncia, dado por
%2

C= ){2 T (45)

Contudo, o coeficiente acima néo varia entre 0 e 1. O valor méximo de C depen-
de de r e s. Para evitar esse inconveniente, costuma-se definir um outro coeficiente,

dado por
_ X%In
=D -1)" (4.6)

que atinge 0 méximo igual a 1 se r = s.
Para o Exemplo 4.3 temos que C = 0,32 e T = 0,14. Voltaremos a falar do uso do X*
no Capitulo 14.

2 . . . N .
7. Usando os dados do Problema 1, calcule o valor de X e o coeficiente de contingéncia C.
Esses valores estéo de acordo com as conclusées obtidas anteriormente?

8. Qual o valor de #*e de C para os dados do Problema 32 E para o Problema 62 Calcule T.

9. A Companhia A de dedetizacdo afirma que o processo por ela utilizado garante um efeito
mais prolongado do que aquele obtido por seus concorrentes mais diretos. Uma amostra
de vdrios ambientes dedetizados foi colhida e anotou-se a duracéo do efeito de dedetizacéo.
O:s resultados estdo na tabela abaixo. Vocé acha que existe alguma evidéncia a favor ou
contra a afirmacéo feita pela Companhia A2

Duracdo do efeito de dedetizacdo

C hi Menos de De4a8 Mais de
ompanhia 4 meses meses 8 meses
A 64 120 16
B 104 175 21
o 27 48 5
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4.5 Associacdo entre Varidveis Quantitativas

Quando as variaveis envolvidas sdo ambas do tipo quantitativo, pode-se usar o
mesmo tipo de analise apresentado nas se¢Ges anteriores e exemplificado com
variaveis qualitativas. De modo anélogo, a distribuicdo conjunta pode ser resumi-
da em tabelas de dupla entrada e, por meio das distribui¢cbes marginais, é possivel
estudar a associagdo das variaveis. Algumas vezes, para evitar um grande nimero
de entradas, agrupamos os dados marginais em intervalos de classes, de modo
semelhante ao resumo feito no caso unidimensional. Mas, além desse tipo de ana-
lise, as varidveis quantitativas sdo passiveis de procedimentos analiticos e graficos
mais refinados.

Um dispositivo bastante Gtil para se verificar a associacdo entre duas variaveis
guantitativas, ou entre dois conjuntos de dados, é o grafico de dispersdo, que vamos
introduzir por meio de exemplos.

Exemplo 4.4. Na Figura 4.2 temos o gréafico de dispersdo das varidveis X e Y da
Tabela 4.12. Nesse tipo de grafico temos os possiveis pares de valores (X, y), na
ordem que aparecem. Para o exemplo, vemos que parece haver uma associacéo
entre as varidveis, porque no conjunto, & medida que aumenta o tempo de servigo,
aumenta o numero de clientes.

Tabela 4.12: Nomero de anos de servico (X) por nimero de clientes
(Y) de agentes de uma companhia de seguros.

A Anos de servico Nuomero de clientes
gente (X) )
A 2 48
B 3 50
C 4 56
D 5 52
E 4 43
F 6 &
G 7 62
H 8 58
| 8 64
J 10 72

Fonte: Dados hipotéticos.
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Figura 4.2: Grdfico de dispersdo para as varidveis X:
anos de servico e Y: nimero de clientes.
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Exemplo 4.5. Consideremos os dados das varidveis X: popula¢do urbana e Y: populagdo
rural, do CD-Brasil. O gréfico de dispersdo estd na Figura 4.3. Vemos que parece ndo haver
associacao entre as variaveis, pois 0s pontos ndo apresentam nenhuma tendéncia particular.

Figura 4.3: Gréfico de dispersdio para as varidveis X:
populagdio urbana e Y: populagdo rural.
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Exemplo 4.6. Consideremos agora as duas situac@es abaixo e o0s respectivos graficos de disperséo.

Tabela 4.13: Renda bruta mensal (X) e porcentagem da
renda gasta em satde (Y) para um conjunto

de familias.
Familia X Y

A 12 7.2
B 16 74
C 18 70
D 20 6,5
E 28 6,6
F 30 6,7
G 40 6,0
H 48 56
| 50 6,0
J 54 55

Fonte: Dados hipotéticos.



82 CAPITULO 4 — ANALISE BIDIMENSIONAL

(a) Numa pesquisa feita com dez familias com renda bruta mensal entre 10 e 60 sala-
rios minimos, mediram-se:

X: renda bruta mensal (expressa em numero de salarios minimos).

Y: a porcentagem da renda bruta anual gasta com assisténcia médica; os dados
estdo na Tabela 4.13. Observando o grafico de dispersdo (Figura 4.4), vemos
que existe uma associacdo “inversa”, isto é, aumentando a renda bruta, diminui
a porcentagem sobre ela gasta em assisténcia médica.

Figura 4.4: Grdfico de dispersdo para as varidveis X:
renda bruta e Y: % renda gasta com satde.
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Antes de passarmos ao exemplo seguinte, convém observar que a disposi¢do dos
dados da Tabela 4.13 numa tabela de dupla entrada ndo iria melhorar a compreen-
sdo dos dados, visto que, devido ao pequeno nimero de observacgdes, teriamos
caselas cheias apenas na diagonal.

(b) Oito individuos foram submetidos a um teste sobre conhecimento de lingua es-
trangeira e, em seguida, mediu-se 0 tempo gasto para cada um aprender a operar
uma determinada maquina. As variaveis medidas foram:

X:resultado obtido no teste (maximo = 100 pontos);
Y: tempo, em minutos, necessario para operar a maquina satisfatoriamente.

Figura 4.5: Grdfico de dispersdo para as varidveis X:
resultado no teste e Y: tempo de operagdio.
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Tabela 4.14: Resultado de um teste (X) e tempo de ope-
ragdo de mdquina (Y) para oito individuos.

Individuo X '
A 45 343
B 52 368
C 61 355
D 70 334
E 74 337
F 76 381
G 80 345
H 90 375

Fonte: Dados hipotéticos.

Os dados estdo na Tabela 4.14. Do grafico de dispersdo (Figura 4.5) concluimos
gue parece ndo haver associacdo entre as duas variaveis, pois conhecer o resultado do
teste ndo ajuda a prever o tempo gasto para aprender a operar a maquina.

A partir dos graficos apresentados, verificamos que a representacdo grafica das
variaveis guantitativas ajuda muito a compreender o comportamento conjunto das
duas variaveis quanto a existéncia ou ndo de associacdo entre elas.

Contudo, é muito Util quantificar esta associacdo. Existem muitos tipos de associacOes
possiveis, e aqui iremos apresentar o tipo de relacdo mais simples, que é a linear. Isto
é, iremos definir uma medida que avalia 0 quanto a nuvem de pontos no grafico de
dispersdo aproxima-se de uma reta. Esta medida sera definida de modo a variar num
intervalo finito, especificamente, de -1 a +1.

Consideremos um grafico de dispersdo como o da Figura 4.6 (a) no qual, por meio de
uma transformagéo conveniente, a origem foi colocada no centro da nuvem de disperséo.
Aqueles dados possuem uma associacgao linear direta (ou positiva) e notamos que a grande
maioria dos pontos esta situada no primeiro e terceiro quadrantes. Nesses quadrantes as
coordenadas dos pontos ttm o mesmo sinal, e, portanto, o produto delas sera sempre
positivo. Somando-se o produto das coordenadas dos pontos, o resultado serd um ndmero posi-
tivo, pois existem mais produtos positivos do que negativos.

Figura 4.6: Tipos de associacdes entre duas variavesis.
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°
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Para a dispersdo da Figura 4.6 (b), observamos uma dependéncia linear inversa
(ou negativa) e, procedendo-se como anteriormente, a soma dos produtos das coorde-
nadas sera negativa.
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Finalmente, para a Figura 4.6 (c), a soma dos produtos das coordenadas sera zero,
pois cada resultado positivo tem um resultado negativo simétrico, anulando-se na soma.
Nesse caso ndo ha associagdo linear entre as duas varidveis. Em casos semelhantes,
quando a distribuicdo dos pontos for mais ou menos circular, a soma dos produtos sera
aproximadamente zero.

Baseando-se nesses fatos é que iremos definir o coeficiente de correlagdo (linear)
entre duas variaveis, que é uma medida do grau de associacdo entre elas e também da
proximidade dos dados a uma reta. Antes, cabe uma observacdo. A soma dos produtos
das coordenadas depende, e muito, do nimero de pontos. Considere o0 caso de associacdo
positiva: a soma acima tende a aumentar com o nimero de pares (x, y) e ficaria dificil
comparar essa medida para dois conjuntos com numeros diferentes de pontos. Por
isso, costuma-se usar a média da soma dos produtos das coordenadas.

Exemplo 4.7. Voltemos aos dados da Tabela 4.12. O primeiro problema que devemos
resolver é o0 da mudanca da origem do sistema para o centro da nuvem de dispersdo. Um
ponto conveniente é (X, ), ou seja, as coordenadas da origem serdo as médias dos valores
de X e Y. As novas coordenadas estdo mostradas na quarta e quinta colunas da Tabela 4.15.

Observando esses valores centrados, verificamos que ainda existe um problema quanto
a escala usada. A varidvel Y tem variabilidade muito maior do que X, e o produto ficaria muito
mais afetado pelos resultados de Y do que pelos de X. Para corrigirmos isso, podemos reduzir
as duas variaveis a uma mesma escala, dividindo-se 0s desvios pelos respectivos desvios
padrBes. Esses novos valores estdo nas colunas 6 e 7. Observe as mudancas (escalas dos
eixos) de variaveis realizadas, acompanhando a Figura 4.7. Finalmente, na coluna 8, indica-
mos os produtos das coordenadas reduzidas e sua soma, 8,769, que, como esperdvamos, €
positiva. Para completar a definicdo dessa medida de associagdo, basta calcular a média dos
produtos das coordenadas reduzidas, isto é, correlagdo (X,Y) = 8,769/10 = 0,877.

Tabela 4.15: Cdlculo do coeficiente de correlacdo.

Agente Ar;(os C||eyntes X—X y-V 7(1); (X;( =7 7gp (y))/ =z, Z,- 7,
A 2 48 -3,7 -8,5 -1,54 -1,05 1,617
B 3 50 2,7 -6,5 -1,12 -0,80 0,846
C 4 56 -17 -0,5 -0,71 -0,06 0,043
D 5 52 -0,7 -4,5 -0,29 -0,55 0,160
E 4 43 -1,7 -13,5 -0,71 -1,66 1179
F 6 & 03 35 0,12 043 0,052
G 7 62 13 55 0,54 0,68 0,367
H 8 58 23 1,5 0,95 0,19 0,181
| 8 64 23 75 0,95 0,92 0,874
J 10 72 43 15,5 1,78 191 3,400

Total 57 565 0 0 8,769

X =57, dp(X) = 2,41, y = 56,5, dp(Y) = 8,11
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Portanto, para esse exemplo, o grau de associacdo linear esta quantificado por 87,7%.

Figura 4.7: Mudanga de escalas para o célculo do coeficiente de correlagdo.
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Da discusséo feita até aqui, podemos definir o coeficiente de correlagdo do seguin-
te modo.

Definicdo. Dados n pares de valores (x, y,), (X, ¥,), ..., (X,, ¥,), chamaremos de coe-
ficiente de correlacdo entre as duas variaveis X e Y a

ot 0= 4335

ou seja, a média dos produtos dos valores padronizados das variaveis.
N&o é dificil provar que o coeficiente de correlagio satisfaz

-1 <corr(X,Y)=<1. (4.8)

A definicdo acima pode ser operacionalizada de modo mais conveniente pelas
seguintes formulas:

corr(x, Y) = 1 Z(ﬂ)(u) = 2% = NXy . (4.9)
v a0t T ey

O numerador da expressao acima, que mede o total da concentracdo dos pontos pelos
quatro quadrantes, d& origem a uma medida bastante usada e que definimos a seguir.

Definicdo. Dados n pares de valores (x,, y,), ..., (X, ¥,), chamaremos de covariancia
entre as duas variaveis X e Y a

cov(X, Y) = 2% —ni)(yi -Y) , (4.10)

ou seja, a média dos produtos dos valores centrados das variaveis.
Com essa definicdo, o coeficiente de correlacdo pode ser escrito como

_ cov(X,Y)
corr(X, Y) = 00 . dp(V) (4.11)
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Para analisar dois conjuntos de dados podemos recorrer, também, aos métodos
utilizados anteriormente para analisar um conjunto de dados, exibindo as analises feitas
separadamente, para efeito de comparagdo. Por exemplo, podemos exibir os desenhos
esquematicos, ou os ramos-e-folhas para os dois conjuntos de observagoes.

4.6 Associacdo entre Variaveis Qualitativas e Quantitativas

Como mencionado na introducdo deste capitulo, € comum nessas situagdes anali-
sar 0 gue acontece com a varidvel quantitativa dentro de cada categoria da variavel
qualitativa. Essa analise pode ser conduzida por meio de medidas-resumo, histogramas,
box plots ou ramo-e-folhas. Vamos ilustrar com um exemplo.

Exemplo 4.8. Retomemos os dados da Tabela 2.1, para os quais desejamos analisar
agora o comportamento dos salarios dentro de cada categoria de grau de instrugdo, ou
seja, investigar o comportamento conjunto das variaveis S e Y.

Tabela 4.16: Medidas-resumo para a variavel saldrio, segundo o grau de instrugéo, na Companhia MB.

Grau de _

instrucdo n 3 dp(S) | wvar(S) Sw q, q, a, St
Fundamental 12 7,84 2,79 777 4,00 6,01 7,13 916 13,65
Médio 18 11,54 3,62 13,10 573 8,84 10,91 14,48 19,40
Superior 6 16,48 4,11 16,89 10,53 13,65 16,74 18,38 23,30
Todos 36 11,12 4,52 20,46 4,00 7,55 10,17 14,06 23,30

Comecemos a analise construindo a Tabela 4.16, que contém medidas-resumo da
variavel S para cada categoria de Y. A seguir, na Figura 4.8, apresentamos uma
visualizacdo gréafica por meio de box plots.

Figura 4.8: Box plots de salério segundo grau de instrucéio.
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A leitura desses resultados sugere uma dependéncia dos salarios em relacdo ao grau de
instrucdo: o salério aumenta conforme aumenta o nivel de educacéo do individuo. O salério
médio de um funcionario é 11,12 (salarios minimos), ja para um funcionario com curso
superior 0 salario médio passa a ser 16,48, enquanto funcionarios com o ensino fundamental
completo recebem, em média, 7,84.

Na Tabela 4.17 e Figura 4.9 temos os resultados da analise dos salarios em funcéo
da regido de procedéncia (V), que mostram a inexisténcia de uma relacdo melhor
definida entre essas duas varidveis. Ou, ainda, os salarios estdo mais relacionados com
0 grau de instrucdo do que com a regido de procedéncia.

Tabela 4.17: Medidas-resumo para a variével salério segundo a regido de procedéncia, na Com-

panhia MB.
Reg'qoﬂde_ n 3 dp(S) | var(S) Sw q, q, d, St
procedenc 1a
Ca pitc1| 11 11,46 522 27,27 4,56 7,49 977 16,63 19,40
Interior 12 11,55 507 25,71 4,00 7,81 10,64 14,70 23,30
Outra 13 10,45 3,02 913 573 8,74 980 12,79 16,22
Todos 36 11,12 4,52 20,46 4,00 7,55 10,17 14,06 23,30

Figura 4.9: Box plots de saldrio segundo regidio de procedéncia.
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Como nos casos anteriores, é conveniente poder contar com uma medida que quantifique
0 grau de dependéncia entre as variaveis. Com esse intuito, convém observar que as variancias
podem ser usadas como insumos para construir essa medida. Sem usar a informagéo da
varidvel categorizada, a variancia calculada para a variavel quantitativa para todos os dados
mede a dispersdo dos dados globalmente. Se a variancia dentro de cada categoria for peque-
na e menor do que a global, significa que a variavel qualitativa melhora a capacidade de
previsdo da quantitativa e portanto existe uma relacdo entre as duas variaveis.

Observe que, para as variaveis S e Y, as variancias de S dentro das trés categorias

sdo menores do que a global. J& para as variaveis S e V, temos duas variancias de S
maiores e uma menor do que a global, o que corrobora a afirmacéo acima.
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Necessita-se, entdo, de uma medida-resumo da variancia entre as categorias da
variavel qualitativa. Vamos usar a média das variancias, porém ponderada pelo nime-
ro de observacBes em cada categoria, ou seja,

2y nvan) (4.12)

k
i=1 ni

var(S) =

no qual k € o nimero de categorias (k = 3 nos dois exemplos acima) e var,(S) denota a
variancia de S dentro da categoriai,i=1,2,...,k

Pode-se mostrar que var(S) < var(S), de modo que podemos definir o grau de
associacdo entre as duas varidveis como o ganho relativo na variancia, obtido pela
introducdo da variavel qualitativa. Explicitamente,

Rz = var(S) —var(s) _, _ var(S)

var(S) var(S) (4.13)

Note que 0 < R? < 1. O simbolo R? é usual em analise de variancia e regressao,
topicos a serem abordados nos Capitulos 15 e 16, respectivamente.

Exemplo 4.9. Voltando aos dados do Exemplo 4.8, vemos que para a variavel S na
presenca de grau de instrucdo, tem-se

var(s) = 12(7,77) +18(13,10) + 6(16,89) _ 11,96,
12+ 18+ 6
var(S) = 20,46,
de modo que

2=1— L% =
Rz2=1 2046 0,415,

e dizemos que 41,5% da variacdo total do salario é explicada pela variavel grau de
instrucéo.

Para S e regido de procedéncia temos

var(S) = 11(27,27) + 12(25,71) + 13(9,13) _ 2020
11 +12 + 13 T

e, portanto,
_ 20,20 _
Rz=1- 20.46 — 0,013,

de modo que apenas 1,3% da variabilidade dos salarios é explicada pela regido de procedén-
cia. A comparacdo desses dois nimeros mostra maior relacdo entre S e Y do que entre S e V.
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__Problemas |
10.

Para cada par de varidveis abaixo, esboce o diagrama de disperséo. Diga se vocé espera

uma dependéncia linear e nos casos afirmativos avalie o coeficiente de correlacao.

(a) Peso e altura dos alunos do primeiro ano de um curso de Administracéo.

(b) Peso e altura dos funciondrios de um escritério.

(c) Quantidade de trigo produzida e quantidade de dgua recebida por canteiros numa
estacdo experimental.

(d) Notas de Cdlculo e Estatistica de uma classe onde as duas disciplinas séo lecionadas.

(e) Acuidade visual e idade de um grupo de pessoas.

(/) Renda familiar e porcentagem dela gasta em alimentacéo.

(g) Numero de pecas montadas e resultado de um teste de inglés por operdério.

11. Abaixo estéo os dados referentes & porcentagem da populagéo economicamente ativa

12.

empregada no setor primdrio e o respectivo indice de analfabetismo para algumas regides
metropolitanas brasileiras.

Regides metropolitanas Sefor primdrio indice de analfabetismo
S&o Paulo 2,0 17,5
Rio de Janeiro 25 18,5
Belém 2,9 19,5
Belo Horizonte 3,3 22,2
Salvador 4,1 26,5
Porto Alegre 43 16,6
Recife 7.0 36,6
Fortaleza 130 38,4

Fonte: Indicadores Sociais para Areas Urbanas — IBGE — 1977.

(a) Faca o diagrama de dispersao.

(b) Vocé acha que existe uma dependéncia linear entre as duas varidveis?

(c) Calcule o coeficiente de correlacéo.

(d) Existe alguma regido com comportamento diferente das demais? Se existe, elimine o
valor correspondente e recalcule o coeficiente de correlacao.

Usando os dados do Problema 3:

(a) Construa a tabela de freqiéncias conjuntas para as varidveis X (nGmero de empregos
nos dois Ultimos anos) e Y (saldrio mais recente).

(b) Como poderia ser feito o grdfico de dispersdo desses dados?

(c) Calcule o coeficiente de correlacdo. Baseado nesse nimero vocé diria que existe
dependéncia entre as duas varidveis?
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13. Quer se verificar a relacéo entre o tempo de reacdo e o nimero de alternativas apresen-
tadas a individuos acostumados a tomadas de decisdo. Planejou-se um experimento em
que se pedia ao participante para classificar objetos segundo um critério previamente
discutido. Participaram do experimento 15 executivos divididos aleatoriamente em grupos
de cinco. Pediu-se, entdo, a cada grupo para classificar dois, trés e quatro objetos,
respectivamente. Os dados estdo abaixo.

Ne de objetos 2 3 4
Tempo de reacdio 1,2,3,3,4 2,3,4,4,5 4,5,5,6,7

(a) Faca o gréfico de dispersao das duas varidveis.
(b) Qual o coeficiente de correlacéo entre elas?

14. Calcule o grau de associac@o entre as varidveis estado civil e idade, na Tabela 2.1.

15. Usando os dados do Problema 9 do Capitulo 2, calcule o grau de associacéo entre secdo
e notas em Estatistica.

4.7 Gréficos q x q

Outro tipo de representacdo grafica que podemos utilizar para duas variaveis é o
grafico quantis x quantis, que passamos a discultir.

Suponha que temos valores X, ..., X da variavel X e valores Y - Y, da variavel Y,
todos medidos pela mesma unidade. Por exemplo, temos temperaturas de duas cida-
des ou alturas de dois grupos de individuos etc. O grafico g x q é um gréafico dos
quantis de X contra os quantis de Y.

Pelo que vimos no Capitulo 3, se m = n o grafico q x q é um grafico dos dados
ordenados de X contra os dados ordenados de Y. Se as distribui¢des dos dois conjuntos
de dados fossem idénticas, os pontos estariam sobre a reta y = x.

Enquanto um gréfico de dispersdo fornece uma possivel relagdo global entre as varia-
veis, 0 grafico q x g mostra se valores pequenos de X estdo relacionados com valores
pequenos de Y, se valores intermediarios de X estdo relacionados com valores intermedia-
rios de Y e se valores grandes de X estdo relacionados com valores grandes de Y. Num
grafico de disperséo podemos ter x, < x, e y, > Y,, 0 que ndo pode acontecer num grafico
g x @, pois os valores em ambos 0s eixos estdo ordenados, do menor para 0 maior.

Exemplo 4.10. Na Tabela 4.18 temos as notas de 20 alunos em duas provas de
Estatistica e, na Figura 4.10, temos o correspondente grafico g x g. Os pontos estdo
razoavelmente dispersos ao redor da reta x = y, mostrando que as notas dos alunos
nas duas provas ndo sdo muito diferentes. Mas podemos notar que, para notas abaixo
de cinco, os alunos tiveram notas maiores na segunda prova, ao passo que, para
notas de cinco a oito, os alunos tiveram notas melhores na primeira prova. A maioria
das notas estdo concentradas entre cinco e oito.
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Figura 4.10: Grdfico q x ¢ para as notas em duas
provas de Estatistica.
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Tabela 4.18: Notas de 20 alunos em duas provas de Estatistica.

Aluno Prova 1 Prova 2 Aluno  Prova 1 Prova 2
1 8,5 8,0 1 74 6,5
2 35 28 12 56 50
3 7.2 6,5 13 6,3 6,5
4 55 6,2 14 30 30
5 95 90 15 8,1 90
6 70 75 16 38 40
7 48 52 17 6,8 55
8 6,6 7.2 18 100 10,0
9 25 40 19 4,5 55
10 7,0 6,8 20 59 50

Exemplo 4.11. Consideremos, agora, as variaveis temperatura de Ubatuba e temperatura
de Cananéia, do CD-Temperaturas. O grafico q x q esta na Figura 4.11. Observamos que
a maioria dos pontos esta acima da reta y = x, mostrando que as temperaturas de Ubatuba
sdo, em geral, maiores do que as de Cananéia, para valores maiores do que 17 graus.

Quando m # n, é necessario modificar os valores de p para os quantis da variavel
com maior nimero de pontos. Ver o Problema 33 para a solucdo desse caso.

Figura 4.11: Grdfico g x q para os lados de tem-
peratura de Cananéia e Ubatuba.
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16. Faca o grdfico q x g para as notas em Redacéo e Economia dos 25 funciondrios da MB
IndUstria e Comércio (Problema 9 do Capitulo 2).

17. Faca o grdfico q x q para as varidveis saldrio de professor secunddrio e salério de administrador do
CD-Saldrios. Comente.

4.8 Exemplos Computacionais

Vamos considerar brevemente nesta se¢do o caso de mais de dois conjuntos de dados.
Exemplos sdo os dados sobre o Brasil, de poluicdo e estatisticas sobre veiculos, en-
contrados nos Conjuntos de Dados. Veremos, tamhém, um exemplo de célculo do
coeficiente de correlagdo para dados reais da Bolsa de Valores de S&o Paulo.

Vejamos um exemplo em que temos duas varidveis quantitativas e uma qualitativa.

Exemplo 4.12. Considere as varidveis salario, idade e grau de instrucdo da Tabela 2.1.
Separamos, agora, 0s salérios e idades por classe de grau de instrucdo. Depois, podemos
fazer graficos de dispersdo, como na Figura 4.12.

Figura 4.12: Grdficos de dispersdo das varidveis saldrio e idade, segundo a varidvel grau de instruggo.
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Notamos que para o ensino fundamental e grau superior os salarios aumentam em
geral com a idade, ao passo que para 0 ensino médio essa relacdo nao se verifica, haven-
do salarios baixos e altos numa faixa entre 350 e 450 meses.

Exemplo 4.13. Considere o0 CD-Mercado, no qual temos os precos de fechamento diarios
de acGes da Telebras (X) e os indices IBOVESPA (Y), de 2 de janeiro a 24 de fevereiro de
1995, num total de n = 39 observacbes. O grafico de dispersdo estd na Figura 4.13, que
mostra que os pares de valores estdo dispostos ao longo de uma reta com inclinacdo
positiva. Ou seja, esse grafico mostra que ha uma forte correlacdo entre o preco das
acdes da Telebras e o indice da Bolsa de Valores de S&o Paulo. No gréfico esta represen-
tada a “reta de minimos quadrados”. No Capitulo 16 veremos como determina-la.
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Figura 4.13: Grdfico de dispersdo para acdes da Telebrds e
BOVESPA.
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Utilizando (4.9) obtemos que
Corr(X,Y) = 40213,78 — (39)(27,99)(36,28) - 098
V(31135,93 - (39)(27,99)?)(51999,68 — (39)(36,28)2)
0 que mostra a forte associacdo linear entre X e Y.

Finalizamos esta secdo com um tipo de grafico que também é Gtil quando temos
duas variaveis quantitativas e uma qualitativa.

Exemplo 4.14. Considere o CD-Veiculos, no qual temos o pre¢o, 0 comprimento e a
capacidade do motor de veiculos vendidos no Brasil, classificados em duas categorias:
N (nacionais) e | (importados). Podemos fazer um grafico de dispersdo simbdlico de
precos e comprimentos, indicando por um x se o carro for N e por um o, se for I. Veja a
Figura 4.14. Observamos, pela figura, que os precos dos veiculos importados sdo, em
geral, maiores do que 0s nacionais e que 0 preco aumenta com o comprimento.

Figura 4.14: Grdfico de dispersdio simbélico das varidveis preco e
comprimento de veiculos, categorizadas pela variével
procedéncia: nacional (x) e importado (o).
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4.9 Problemas e Complementos

18.

19.

20.

21.

No estudo de uma certa comunidade, verificou-se que:

() A proporcéo de individuos solteiros é de 0,4.

() A proporcéo de individuos que recebem até 10 saldrios minimos ¢ de 0,2.

(Il A proporcao de individuos que recebem até 20 saldrios minimos é de 0,7.

(IV) A proporcao de individuos casados entre os que recebem mais de 20 saldrios mini-
mos é de 0,7.

(V) A proporcéo de individuos que recebem até 10 saldrios minimos entre os solteiros é de 0,3.

(a) Construa a distribuicdo conjunta das varidveis estado civil e faixa salarial e as respec-
tivas distribuicées marginais.

(b) Vocé diria que existe relacdo entre as duas varidveis consideradas?

Uma amostra de 200 habitantes de uma cidade foi escolhida para declarar sua opiniéo
sobre um certo projeto governamental. O resultado foi o seguinte:

s Local de residéncia
Opinido Total
Urbano Suburbano Rural
A favor 30 35 35 100
Contra 40 25 15 100
Total 90 40 50 200

(a) Calcule as proporcées em relacéo ao total das colunas.

(b) Voceé diria que a opinido independe do local de residéncia?

(c) Encontre uma medida de dependéncia entre as variagdes.

Com base na tabela abaixo, vocé concluiria que o tipo de atividade estd relacionado ao

fato de as embarcacées serem de propriedade estatal ou particular? Encontre uma medi-
da de dependéncia entre as varidveis.

_ Atividade
Propriedade - - - Total
Costeira Fluvial Internacional
Estatal 5 141 51 197
Particular 92 231 48 371
Total 97 372 5% 568

Fonte: Sinopse Estatistica do Brasil — IBGE — 1975.

Uma pesquisa sobre a participacdo em atividades esportivas de adultos moradores nas
proximidades de centros esportivos construidos pelo estado de Sdo Paulo mostrou os
resultados da tabela abaixo. Baseado nesses resultados vocé diria que a participagdo em
atividades esportivas depende da cidade?

- Cidade
Participam - -
S&oPaulo | Campinas | Rib. Preto Santos
Sim 50 65 105 120
Néo 150 185 195 180
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22.

23.

24.

25.

26.

Uma pesquisa para verificar a tendéncia dos alunos a prosseguir os estudos, segundo a
classe social do respondente, mostrou o seguinte quadro:

Pretende Classe social

i Total

continuar? Alta Média Baixa ofa
Sim 200 220 380 800
Néo 200 280 720 1.200

(a) Vocé diria que a distribuicdo de respostas afirmativas é igual & de respostas
negativas?

(b) Existe dependéncia entre os dois fatores?¢ Dé uma medida quantificadora da depen-
déncia.

(c) Se dos 400 alunos da classe alta 160 escolhessem continuar e 240 néo, vocé muda-
ria sua conclus@o? Justifique.

Refaca os cdlculos do Problema 19 usando as férmulas derivadas em (4.2) — (4.3).

1 Xi—X\(Yi=Vy)\ _ ZXiYi—an
Prove que FZ( dp(x) ) ( dp(y)) B \/(Z X~ (> y2— ny?) '

Numa amostra de cinco operdrios de uma dada empresa foram observadas duas varid-
veis: X: anos de experiéncia num dado cargo e Y: tempo, em minutos, gasto na execucéo
de uma certa tarefa relacionada com esse cargo.

As observacées sdo apresentadas na tabela abaixo:

X | 1 2 | 4 | 4| 5 > x=16 > x2=62
7 1 8 | 3| 2|2 dy=22 > y2=130
ny:53

Vocé diria que a varidvel X pode ser usada para explicar a variacéo de Y 2 Justifique.

Muitas vezes a determinacéo da capacidade de producéo instalada para certo tipo de
indUstria em certas regides é um processo dificil e custoso. Como alternativa, pode-se
estimar a capacidade de producéo através da escolha de uma outra varidvel de medida
mais facil e que esteja linearmente relacionada com ela.

Suponha que foram observados os valores para as varidveis: capacidade de producéo
instalada, poténcia instalada e drea construida. Com base num critério estatistico, qual
das varidveis vocé escolheria para estimar a capacidade de producao instalada?

X: cap. prod. inst. (ton.) 4 5 4 5 8 9 10 11 12 12
Y: poténcia inst. (1.000 kW) T 1 2 3 35 5 6 6 6
Z: 4rea construida (100 m) 6 7 10 10 11 9 12 10 11 14
> x =80, > y=38, > z=100,
> %2 =736, > y2=182, > 2= 1.048,

> xy =361, > xz =848, > yz =411,
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27. Usando os dados da Tabela 2.1, Capitulo 2:

(a) Construa atabela de distribuicées de freqiéncias conjunta para as varidveis salério e
idade, mas divida cada uma delas num certo nimero de intervalos de classe.

(b) Como poderia ser calculado o coeficiente de correlacdo baseado nessa tabela?

(c) Vocé conseguiria “escrever” a férmula da correlacéo para dados agrupados?

28. Lancam-se, simultaneamente, uma moeda de um real e uma de um quarto de délar. Em
cada tentativa anotou-se o resultado, cujos dados estdo resumidos na tabela abaixo.
1 Redl
1/4 délar Cara Coroa Total
Cara 24 22 46
Coroa 28 26 54
Total 52 48 100
Fonte: Experimento conduzido pelos autores.

(a) Esses dados sugerem que os resultados da moeda de um real e as de um quarto de
délar estdo associados?

(b) Atribua para ocorréncia cara o valor 0 e para a ocorréncia de coroa o valor 1.
Chamando de X, o resultado do real e de X, o resultado do quarto de ddlar,
calcule a correlagdo entre X, e X,. Essa medida estd de acordo com a resposta que
vocé deu anteriormente?

29. Uma amostra de dez casais e seus respectivos saldrios anuais (em s.m.) foi colhida num

certo bairro conforme vemos na tabela abaixo.

Casal n° 11 2 3| 4| 5| 6| 7| 8| 92|10
Saldrio Homem (X) 10(10|10|15|15(15|15[20|20 |20
Mulher (Y) 5/10(10] 5[/10]10]15]10]10]15
Sabe-se que:
S X =150 S X2 =2.400
i=1""% ! i=17"1 : !

10 10
Do, XY, =1.550, >, Y =100,

S Y2 =1.100.

(a) Encontre o saldrio anual médio dos homens e o seu desvio padréo.

(b) Encontre o saldrio anual médio das mulheres e o seu desvio padréo.

(c) Construa o diagrama de disperséo.

(d) Encontre a correlacéo entre o saldrio anual dos homens e o das mulheres.

(e) Qual o salério médio familiar? E a variancia do saldario familiar?

(/) Se o homem é descontado em 8% e a mulher em 6%, qual o saldrio liquido anual
médio familiar? E a varidncia?
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30. O departamento de vendas de certa companhia foi formado hd um ano com a admisséo
de 15 vendedores.
Nessa época, foram observados para cada um dos vendedores os valores de trés varidveis:
T: resultado em um teste apropriado para vendedores;
E: anos de experiéncia de vendas;
G: conceito do gerente de venda, quanto ao curriculo do candidato.
O diretor da companhia resolveu agora ampliar o quadro de vendedores e pede sua
colaboracéo para responder a algumas perguntas. Para isso, ele lhe dé informacées
adicionais sobre duas varidveis:
V: volume médio mensal de vendas em s.m.;
Z: zona da capital para a qual o vendedor foi designado.
O quadro de resultados é o seguinte:

Vendedor T: teste E: experiéncia S conceifo V: vendas Z: zona
o gerente
1 8 5 Bom 54 Norte
2 9 2 Bom 50 Sul
3 7 2 Mau 48 Sul
4 8 1 Mau 32 QOeste
5 6 4 Bom 30 Sul
6 8 4 Bom 30 Qeste
7 5 3 Bom 29 Norte
8 5 3 Bom 7 Norte
9 &) 1 Mau 24 Oeste
10 7 3 Mau 24 Oeste
1 4 4 Bom 24 Sul
12 7 2 Mau 23 Norte
13 3 3 Mau 21 Sul
14 5 1 Mau 21 QOeste
15 3 2 Bom 16 Norte
Dados: > T=091 > T2=601 > TV =2.959
> E=40 D> E2=128 > EV =1.260
>V =453 >V2=15509

Mais especificamente, o diretor lhe pede que responda aos sete itens seguintes:

(a) Faca o histograma da varidvel V em classes de 10, tendo por limite inferior da
primeira classe o valor 15.

(b) Encontre a média e a variéncia da varidvel V. Suponha que um vendedor seja
considerado excepcional se seu volume de vendas é dois desvios padrées superior
& média geral. Quantos vendedores excepcionais existem na amostra?

(c) O diretor de vendas anunciou que transferird para outra praga todos os vendedores
cujo volume de vendas for inferior ao 1° quartil da distribuicdo. Qual o volume
minimo de vendas que um vendedor deve realizar para néo ser transferido?
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Os vendedores argumentam com o direfor que esse critério ndo é justo, pois hd zonas
de venda privilegiadas. A quem vocé daria razdo?

Qual das trés varidveis observadas na admissdo do pessoal é mais importante para
julgar um futuro candidato ao emprego?

Qual o grau de associabilidade entre o conceito do gerente e a zona a que o vende-
dor foi designado? Vocé tem explicacéo para esse resultado?

Qual o grau de associacdo entre o conceito do gerente e o resultado do teste?
E entre zona e vendas?

31. Asecdo de assisténcia técnica da Companhia MB tem cinco funciondrios: A, B, C, D e E,
cujos tempos de servico na companhia sdo, respectivamente, um, trés, cinco, cinco e sete
anos.

32.

(a)
(b)

Faca um gréfico representando a distribuicéo de freqiéncia dos tempos de servico X.
Calcule a média me(X), a variancia var(X) e a mediana md(X).

Duas novas firmas, a Verde e a Azul, solicitaram o servico de assisténcia técnica da
Milsa. Um mesmo funciondrio pode ser designado para atender a ambos os pedidos,
ou dois funciondrios podem fazé-lo. Assim, o par (A, B) significa que o funciondrio
A atenderd a firma Verde e o funciondrio B, & firma Azul.

Escreva os 25 possiveis pares de funciondrios para atender a ambos os pedidos.
Para cada par, calcule o tempo médio de servico X, faca a distribuicdo de freqiiéncia
e uma representacdo gréfica. Compare com o resultado de (a).

Calcule para os 25 valores de X os parémetros me(X), var(X) e md(X). Compare
com os resultados obtidos em (b). Que tipo de concluséo vocé poderia tirar?
Para cada par obtido em (c), calcule a variéncia do par e indique-a por S2. Faca a
representacéo gréfica da distribuicdo dos valores de S2.

Calcule me(S?) e var(S?).

Indicando por X, a varidvel que expressa o tempo de servigo do funciondrio que irg
atender & firma Verde e X, o que ird atender & firma Azul, faga a distribuicdo
conjunta da varidvel bidimensional (X, X,).

As duas varidveis X, e X, sGo independentes?

O que vocé pode falar sobre as distribuigdes “marginais” de X, e X,¢

Suponha agora que trés firmas solicitem o servico de assisténcia técnica. Quantas
triplas podem ser formadas?

(m) Sem calcular todas as possibilidades, como vocé acha que ficaria o histograma

()

de X2 E me(X)2 e var(X)?
E sobre a varidvel S22

(o) A variavel tridimensional (X, X,, X,) teria alguma propriedade especial para as

suas distribuicées “marginais”?

Refaca o problema anterior, admitindo agora que um mesmo funciondrio ndo pode
atender a duas firmas.
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33.

34.

35.

36.

37.
38.

39.

Grdficos quantis X quantis. Na secdo 4.5 vimos como construir um grdfico q x q
quando m =n. Suponha n>m, isto é, temos um nimero maior de observacées de X.
Entéio, usamos as observagdes ordenadas y,, < ... <, e interpolamos um conjunto
correspondente de quantis para o conjunto dos X, ordenados. O valor ordenado y,,

corresponde a p, = I_r?]’S . Para X, queremos um valor j tal que
j—05 i-05
n  m’

logo

j=(i-05)+05.

Se j for inteiro, fazemos o grdfico de Y, versus X
Sej=k+r,ondek éinteiroe 0<r<1, entdo

(00}

i-05)_
qx(T) =@1- r)x(k) tT Xeery
Exemplo: Se m =20 e n =40,
40, )
= (j— + =2j—
=25 (i-05)+05=2i-0,5,

logo k=2i-1,r=0,5, e fazemos o gréfico de
Yo Versus [0,5%, + 0,5, ],
Yo Versus [0,5%, + 0,5 ] etc.

Faca o grdfico q % q para os dois conjuntos de dados em A e B a seguir.

A | 65| 54| 49 | 60 | 70 | 25 | 87 [100| 70 | 102 | 40 | 47
B |48 | 35| 45| 50| 52|20 |72 |102| 46 |82 | — | —

Faca gréficos de dispersdo unidimensionais e box plots para a variével saldrio da Tabela 2.1,
segundo a regido de procedéncia. Analise os resultados.

Analise as varidveis saldrio e idade da Tabela 2.1, segundo o estado civil de cada indivi-
duo. Quais conclusées vocé pode obter?

Analise a populacéo total do CD-Brasil, segundo as regides geogrdficas.

Considere os dados do Exemplo 4.14 e o seguinte critério: valores abaixo da média
indicam mercado em BAIXA e valores maiores ou iguais & média indicam mercado em
ALTA. Categorize os dados segundo esse critério e apresente os resultados numa tabela de
dupla entrada. Calcule uma medida de associacdo. O valor obtido corrobora ou néo o
resultado obtido no Exemplo 4.142 Comente.

Considere o CD-Poluicéo e as varidveis CO, temperatura e umidade. Faga gréficos de
dispersdo para pares de varidveis. Quais conclusdes vocé pode obter?
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Capitulo 5

Probabilidades

5.1 Introducdo

Na primeira parte deste livro, vimos que a analise de um conjunto de dados por
meio de técnicas numéricas e graficas permite que tenhamos uma boa idéia da distri-
buicdo desse conjunto. Em particular, a distribuicdo de freqiéncias € um instrumento
importante para avaliarmos a variabilidade das observacdes de um fendmeno aleato-
rio. A partir dessas freqiiéncias observadas podemos calcular medidas de posicdo e
variabilidade, como média, mediana, desvio padrdo etc. Essas freqliéncias e medidas
calculadas a partir dos dados sdo estimativas de quantidades desconhecidas, associa-
das em geral a populacdes das quais os dados foram extraidos na forma de amostras.
Em particular, as frequéncias (relativas) sdo estimativas de probabilidades de ocorrén-
cias de certos eventos de interesse. Com suposi¢fes adequadas, e sem observarmos
diretamente o fenbmeno aleatério de interesse, podemos criar um modelo tedrico que
reproduza de maneira razoavel a distribuicdo das freqiiéncias, quando o fenébmeno é
observado diretamente. Tais modelos sdo chamados modelos probabilisticos e serdo
objeto de estudo neste capitulo e nos subsequentes.

Exemplo 5.1. Queremos estudar as freqliéncias de ocorréncias das faces de um dado.
Um procedimento a adotar seria lancar o dado certo niamero de vezes, n, e depois
contar o numero n, de vezes em que ocorre a face i, i = 1, 2, ..., 6. As propor¢des n./n
determinam a distribuicdo de frequéncias do experimento realizado. Lan¢ando o dado
um ndmero n’'(n" # n) de vezes, teriamos outra distribuicdo de frequéncias, mas com um
padrdo que esperamos ser muito proximo do anterior.

O modelo probabilistico pode ser construido por meio de premissas, como se segue.

Primeiro, observamos que s6 podem ocorrer seis faces; a segunda consideragao que
se faz é que o dado seja perfeitamente equilibrado, de modo a ndo favorecer alguma face
em particular. Com essas suposicoes, cada face deve ocorrer 0 mesmo nimero de vezes
guando o dado é lancado n vezes, e, portanto, a propor¢do de ocorréncia de cada face
deve ser 1/6. Nessas condi¢Ges, 0 modelo tedrico (ou probabilistico) para o experimento
é dado na Tabela 5.1.
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Tabela 5.1: Modelo para langamento de um dado.

Face 1 2 3 4 5 6 Total
Freqiéncia tedrica 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1

Exemplo 5.2. De um grupo de duas mulheres (M) e trés homens (H), uma pessoa sera
sorteada para presidir uma reunido. Queremos saber as probabilidades de o presidente
ser do sexo masculino ou feminino. Observamos que: (i) s6 existem duas possibilida-
des: ou a pessoa sorteada é do sexo masculino (H) ou é do sexo feminino (M); (ii)
supondo que o sorteio seja honesto e que cada pessoa tenha igual chance de ser sorteada,
teremos 0 modelo probabilistico da Tabela 5.2 para o experimento.

Tabela 5.2: Modelo teérico para o Exemplo 5.2.

Sexo M H Total
Frequéncia tedrica 2/5 3/5 1

Dos exemplos acima, verificamos que todo experimento ou fendmeno que envolva
um elemento casual terd seu modelo probabilistico especificado quando estabelecermos:

(a) um espaco amostral, Q, que consiste, no caso discreto, da enumeracao (finita
ou infinita) de todos os resultados possiveis do experimento em guestao:

Q={o, o, .., 0, ..}

n
(os elementos de Q sdo os pontos amostrais ou eventos elementares);

(b) uma probabilidade, P(w), para cada ponto amostral, de tal sorte que seja possivel
encontrar a probabilidade P(A) de qualquer subconjunto A de €, isto é, a proba-
bilidade do que chamaremos de um evento aleatério ou simplesmente evento.

Para ilustrar graficamente eventos, é costume utilizar-se 0os mesmos diagramas comumente
usados na teoria dos conjuntos. Veja Morettin et al. (2005). Na Figura 5.1 ilustramos por um
quadrado o espago amostral, por circulos os eventos A e B e por pontos 0s pontos amostrais.

Figura 5.1: Espago amostral e eventos
aleatérios.
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Exemplo 5.3. Lancamos uma moeda duas vezes. Se C indicar cara e R indicar coroa,
entdo um espaco amostral sera

Q={n, o, 0, o}
onde o, = (C, C), w,=(C,R), »,= (R, C), ®, = (R, R). E razoavel supor que cada ponto
o, tenha probabilidade 1/4, se a moeda for perfeitamente simétrica e homogénea.

Se designarmos por A o evento que consiste na obtencdo de faces iguais nos dois
lancamentos, entdo

P(A)=P{o, 0}=1/4+1/4=1/2.
De modo geral, se A for qualquer evento de Q, entdo

P(A) =2 P(), (5.1)

onde a soma é estendida a todos 0s pontos amostrais o, € A

Exemplo 5.4. Uma fabrica produz determinado artigo. Da linha de producdo sdo reti-
rados trés artigos, e cada um é classificado como bom (B) ou defeituoso (D). Um
espaco amostral do experimento é

Q = {BBB, BBD, BDB, DBB, DDB, DBD, BDD, DDD}.

Se A designar o evento que consiste em obter dois artigos defeituosos, entdo
A = {DDB, DBD, BDD}.

Exemplo 5.5. Considere o experimento que consiste em retirar uma Iampada de um lote
e medir seu “tempo de vida” antes de se queimar. Um espaco amostral conveniente é

Q={te R:t=0},

isto €, 0 conjunto de todos 0s nlmeros reais ndo negativos. Se A indicar o evento “o
tempo de vida da lampada é inferior a 20 horas”, entdo A = {t : 0 < t < 20}. Esse é
um exemplo de um espago amostral continuo, contrastado com os anteriores, que
sdo discretos.

| ____Problemas |
1. Uma urna contém duas bolas brancas (B) e trés bolas vermelhas (V). Retira-se uma bola

ao acaso da urna. Se for branca, lanca-se uma moeda; se for vermelha, ela é devolvida
a urna e retira-se outra. D& um espaco amostral para o experimento.

2. Lance um dado até que a face 5 apareca pela primeira vez. Enumere os possiveis resulta-
dos desse experimento.

3. Trés jogadores A, B e C disputam um torneio de ténis. Inicialmente, A joga com B e o
vencedor joga com C, e assim por diante. O torneio termina quando um jogador ganha
duas vezes em seguida ou quando séo disputadas, ao todo, quatro partidas. Quais séo
os resultados possiveis do torneio?
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4. Duas moedas s@o lancadas. Dé dois possiveis espacos amostrais para esse experimento.
Represente um deles como o produto cartesiano de dois outros espacos amostrais
(ver Morettin etal., 1999, para o conceito de produto cartesiano).

5. Uma moeda e um dado s@o lancados. Dé um espaco amostral do experimento e depois
represente-o como produto cartesiano dos dois espagos amostrais, correspondente aos
experimentos considerados individualmente.

6. Defina um espaco amostral para cada um dos seguintes experimentos aleatérios:

(a) Lancamento de dois dados; anota-se a configuracdo obtida.

(b) Numa linha de producéo conta-se o nimero de pegas defeituosas num intervalo de
uma hora.

(c) Investigam-se familias com trés criancas, anotando-se a configuracédo segundo o sexo.

(d) Numa entrevista telefénica com 250 assinantes, anota-se se o proprietério tem ou
ndo mdquina de secar roupa.

(e) Mede-se a duracao de ldmpadas, deixando-as acesas até que se queimem.

) Um fichdrio com dez nomes contém trés nomes de mulheres. Seleciona-se ficha apés
ficha, até o Ultimo nome de mulher ser selecionado, e anota-se o nimero de fichas
selecionadas.

(g) Lanca-se uma moeda até aparecer cara e anota-se o nimero de lancamentos.

h) Um relégio mecénico pode parar a qualquer momento por falha técnica. Mede-se o
dngulo (em graus) que o ponteiro dos segundos forma com o eixo imagindrio orien-
tado do centro ao nimero 12.

(i) Mesmo enunciado anterior, mas supondo que o relégio seja elétrico e, portanto, seu
ponteiro dos segundos mova-se continuamente.

(j) De um grupo de cinco pessoas {A, B, C, D, E}, sorteiam-se duas, uma apés outra,
com reposicdo, e anota-se a configuracdo formada.

()  Mesmo enunciado que (), sem reposicao.

(m) Mesmo enunciado que (j), mas as duas selecionadas simultaneamente.

(n) De cada familia entrevistada numa pesquisa, anotam-se a classe social a que perten-
ce (A, B, C, D) e o estado civil do chefe da familia.

5.2 Algumas Propriedades

Sendo o modelo probabilistico um modelo tedrico para as frequéncias relativas, de
suas propriedades podemos obter algumas das propriedades das probabilidades, que
estudaremos a seguir.

Como a frequéncia relativa € um numero entre 0 e 1, temos que
0<P(A) <1, (5.2)

para qualquer evento A. Sera til considerar o espaco todo Q e 0 conjunto vazio g como
eventos. O primeiro é denominado evento certo e o segundo, evento impossivel, e temos

P(Q) =1, P(g) = 0. (5.3)
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Exemplo 5.6. Na Tabela 5.3 temos dados referentes a alunos matriculados em quatro
cursos de uma universidade em dado ano.

Tabela 5.3: Distribuicdio de alunos segundo o sexo e escolha de curso.

Sexo Homens | Mulheres Total
Curso (H) (F)
Matemdtica Pura (M) [70] 40 110
Matemdtica Aplicada (A) [ s 15 ] 30
Estatistica (E) 10 20 30
Computagdo (C) 120 10 30
Total 115 85 200

Vamos indicar por M o evento que ocorre quando, escolhendo-se ao acaso um
aluno do conjunto desses quatro cursos, ele for um estudante de Matematica Pura. A,
E, C, H e F tém significados anadlogos. Dessa maneira, vemos que P(E) = 30/200, ao
passo que P(H) = 115/200.

Dados os eventos A e H, podemos considerar dois novos eventos:

e A U H, chamado a reuniéo de A e H, quando pelo menos um dos eventos ocorre;

* A N H, chamado a interseccéo de A e H, quando A e H ocorrem simultaneamente.

E facil ver que P(A N H) = 15/200, pois o aluno escolhido tera de estar, a0 mesmo
tempo, matriculado no curso de Matematica Aplicada e ser homem.

Vemos que P(A) = 30/200 e P(H) = 115/200; suponha que nosso célculo para
P(A U H) fosse

30 | 115 _ 145
200 200 200 °

Se assim o fizéssemos, estariamos contando duas vezes os alunos que sdo homens
e estdo matriculados no curso de Matematica Aplicada, como destacado na Tabela 5.3.
Portanto, a resposta correta é

P(AUH)=P(A)+P(H) =

30 , 115 15 _ 130
200 © 200 200 ~ 200

No entanto, considerando-se os eventos A e C, vemos que P(A) = 30/200, P(C) = 30/200
e P(A U C) = 60/200 = P(A) + P(C). Nesse caso, os eventos A e C séo disjuntos ou mutua-
mente exclusivos, pois se A ocorre, entdo C ndo ocorre e vice-versa. Aqui, AN C=ge
PAANC)=0.

Portanto, se U e V sdo dois eventos quaisquer, teremos a chamada regra da adicéo
de probabilidades

P(AUH) =P(A) + P(H)-P(AN H) =

PUUV)=PU)+P(NV)-PUNV), (5.4)
que se reduz a
PUUV)=PU)+P(V), (5.5)
se U e V sdo eventos mutuamente exclusivos. Veja o Problema 58.
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Suponha, agora, que estejamos somente interessados em saber se um estudante es-
colhido ao acaso estd matriculado como aluno de Matematica Pura, Aplicada, Estatistica
ou Computacdo, ndo interessando saber se € homem ou mulher. SejaB=M U E U C.
Entdo A U B=Q e AN B =g. Dizemos que A e B sdo complementares e P(A) = 30/200,
P(B) = 110/200 + 30/200 + 30/200 = 170/200, isto &, P(A) + P(B) = 1.

De modo geral, vamos indicar por A° o complementar de um evento qualquer A, e
teremos entdo

P(A) + P(A°) = 1. (5.6)

As operacBes de reunido, intersec¢do e complementacdo entre eventos possuem proprie-

dades analogas aquelas validas para operacGes entre conjuntos. Ver Morettin et al. (2005).
Por exemplo:

(a) (A N B)° = A° U BF €)ANA=g

(b) (A U B) = A° N B fAUA=Q
CANF=0,ANQ=A (@AUZ =AAUQ=Q
d)gr=0Q Q=g (hWANBUC)=(ANB)UANC)

Vejamos um exemplo de aplicacdo das propriedades das probabilidades.

Exemplo 5.7. Consideremos um experimento aleatério e 0s eventos A e B associados,
tais que P(A) = 1/2, P(B) = 1/3 e P(A N B) = 1/4. Entdo temos:
(@ P(AY=1-PA)=1-1/2=1/2;

PB)=1-P(B)=1-1/3=2/3.
(b) PAU B) =P(A) + P(B)-P(ANB)=1/2 + 1/3 - 1/4 = 7/12.
(c) PA*NB)=P[(AUB)]=1-P(AUB)=1-7/12 = 5/12.
(d) P(A° U B) =P[(ANB)]=1-P(ANB)=1-1/4=23/4.
(e) Calculemos P(A® N B), isto é, a probabilidade de que ocorra B e ndo ocorra A.

Podemos escrever

B=(ANB)U (A N B),
ou seja, B pode ocorrer com A ou (exclusivo) com A°. Logo,
P(B)=P(ANB)+P(A°N B),
do que decorre
P(A*N B)=PB)-P(ANB)=13-1/4=1/12.
Consideremos, agora, uma situacdao historicamente importante, a saber, aquela em

que temos um espaco amostral finito, Q = {w@,, ..., ® }, em que todos os pontos tém a
mesma probabilidade 1/n. Se A for um evento contendo m pontos amostrais, entdo

P(a) = T

Nesse caso, ndo é necessario explicitar completamente Q e A, bastando calcular m e n,
chamados, respectivamente, nimero de casos favoraveis e nimero de casos possiveis. Para
tanto, sdo usados os métodos classicos de contagem da analise combinatéria. Um principio
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fundamental de contagem nos diz que, se uma tarefa pode ser executada em duas etapas, a
primeira podendo ser realizada de p maneiras e a segunda de g maneiras, entdo as duas podem
ser realizadas simultaneamente de pg maneiras. Esse é o chamado principio multiplicativo.

Exemplo 5.8. Suponha que num lote com 20 pecas existam cinco defeituosas. Esco-
Ihemos quatro pecas do lote ao acaso, ou seja, uma amostra de quatro elementos, de
modo que a ordem dos elementos seja irrelevante.

Dessa maneira, 0 nimero de amostras com quatro elementos que podemos extrair do

. (20
lote é <4

queiramos calcular a probabilidade de se escolher duas defeituosas na amostra. Pelo visto

), ou seja, combinagdes de 20 elementos, tomados quatro a quatro. Suponha que

acima, (22) € 0 nimero de pontos do espaco amostral. Seja A 0 evento que consiste em esco-
Iher duas defeituosas na amostra. Segue-se que m = (g)(l;) pois podemos escolher na

amostra de quatro elementos duas defeituosas e duas ndo-defeituosas simultaneamente de
(5)<15) maneiras, usando o principio multiplicativo. Logo,

20\ 2
o)z
2)\2 _
<20) = 0,217.
4
Exemplo 5.9. O jogo da Megasena consiste em escolher 6 dezenas dentre as 60 dezenas (01,

02, ..., 59, 60). O jogador pode marcar num cartdo de 6 a 15 dezenas. Os custos (em reais) de
cada jogo estdo relacionados abaixo.

P(A) =

Dezenas Custo
6 1,00
7 7,00
8 28,00
9 84,00
10 210,00
11 462,00
12 924,00
13 1.716,00
14 3.005,00
15 5.005,00
Temos, ao todo, (%0) = 50.063.860 possibilidades. Portanto, com um jogo Unico de

60
6
madamente, uma chance em 50 milhdes. Por qué o jogo com 7 dezenas custa R$ 7,00? Porque

R$ 1,00 (seis dezenas), a probabilidade de ganhar o prémio méximo é 1/( ) Ou seja, aproxi-

com 7 dezenas podemos formar (76) = 7 jogos de 6 dezenas. Ou seja, fazer um jogo com
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7 dezenas ou 7 jogos com 6 dezenas sdo acOes equivalentes, em termos de probabilidade de
ganhar. Do mesmo modo, um jogo de 15 dezenas custa R$ 5.005,00, porque com 15 deze-

nas podemos formar (

boleto com 15 dezenas do que 5.005 boletos com 6 dezenas, ja que as probabilidades

15

6) = 5.005 jogos de 6 dezenas. Portanto, ¢ mais facil preencher um

associadas sdo iguais.

—Problemas |
/.

10.

11.

12.

13.
14.

No Problema 4, liste os eventos:

(a) pelo menos uma cara;

(b) duas caras;

(c) o complementar do evento em (b).

. Expresse em termos de operacdes entre eventos:

(a) A ocorre mas B ndo ocorre;
(b) exatamente um dos eventos A e B ocorre;

(c) nenhum dos dois eventos Ae B ocorre.

. No espaco amostral do Problema 3, atribua a cada ponto contendo k letras a probabili-

dade 1/2% (assim, AA tem probabilidade 1/4).
(a) Mostre que a soma das probabilidades dos pontos do espaco amostral é 1.

(b) Calcule a probabilidade de que A venca (um jogador vence quando ganha duas
partidas seguidas). Em seguida, calcule a probabilidade de que B venca.

(c) Qual a probabilidade de que ndo haja decisdo?

No Problema 2, suponha que 5 indique o aparecimento da face 5 e Q indique que
apareceu outra face qualquer diferente da 5. Atribua probabilidade (5/6) (1/6) a cada
ponto com K letras iguais a Q seguidas de 5.

(a) Mostre que a soma das probabilidades dos pontos amostrais é igual a um (aqui vocé
deve usar o resultado da soma dos termos de uma seqiiéncia geométrica infinita).

(b) Calcule a probabilidade de que a face 5 apareca apés trés lancamentos do dado.

Dentre seis nGmeros positivos e oito negativos, dois nimeros s@o escolhidos ao acaso
(sem reposicdo) e multiplicados. Qual a probabilidade de que o produto seja positivo?

Considere o lancamento de dois dados. Considere os eventos: A = soma dos ndmeros
obtidos igual a 9, e B = nimero no primeiro dado maior ou igual a 4. Enumere os
elementos de A e B. Obtenha AU B, AN B e A°.

Obtenha as probabilidades dos eventos que aparecem nos Problemas 7 e 12.

Que suposicdes devem ser feitas para que os resultados dos experimentos abaixo possam
ser considerados equiprovdveis?

(a) Lancamento de um dado.

(b) Opinido de moradores de uma cidade sobre um projeto governamental.

(c) Preco de uma acéo no fim da préxima semana.
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5.3 Probabilidade Condicional e Independéncia

\Voltemos a Tabela 5.3 do Exemplo 5.6. Dado que um estudante, escolhido ao acaso,
esteja matriculado no curso de Estatistica, a probabilidade de que seja mulher é 20/30 = 2/3.
Isso porque, do total de 30 alunos que estudam Estatistica, 20 sdo mulheres. Escrevemos

P (mulher |Estatistica) = §2 :
Para dois eventos quaisquer A e B, sendo P(B) > 0, definimos a probabilidade
condicional de A dado B, P(A|B), como sendo

P(AIB) = P(PA(ES B) (5.7)

Para o exemplo mencionado, se B e A indicam, respectivamente, 0s eventos “aluno
matriculado em Estatistica” e “aluno é mulher”, entdo

20/200 _ 2

P(AB) = 30200 3 °

como haviamos obtido.

Observe que P(A) = P(mulher) = 85/200 = 17/40, e com a informagdo de que B
ocorreu (o aluno é matriculado em Estatistica), obtemos P(AIB) = 2/3. Podemos dizer
que P(A) é a probabilidade a priori de A e, com a informacédo adicional de que B
ocorreu, obtemos a probabilidade a posteriori P(AIB). Note que, nesse caso, P(AIB) >
P(A), logo a informagdo de que B ocorreu aumentou a chance de A ocorrer.

Da relagéo (5.7) obtemos a chamada regra do produto de probabilidades,
P(A N B) =P(B) P (AlB). (5.8)

Exemplo 5.10. Uma urna contém duas bolas brancas (B) e trés vermelhas (V). Suponha
que sdo sorteadas duas bolas ao acaso, sem reposigdo. Isso significa que escolhemos a
primeira bola, verificamos sua cor e ndo a devolvemos a urna; misturamos as bolas restan-
tes e retiramos a segunda. O diagrama em &rvore da Figura 5.2 ilustra as possibilidades.
Em cada “galho” da arvore estdo indicadas as probabilidades de ocorréncia, sendo que
para as segundas bolas as probabilidades s&o condicionais. A probabilidade do resultado
conjunto é dada, entdo, por (5.8). Veja a Tabela 5.4.

Figura 5.2: Diagrama em drvore para a extracdo de
duas bolas de uma urna, sem reposicdo.

1/4 B
B
2/5 <
3/4 \%
2/4 B
2/4 v
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Se A indicar o evento “bola branca na segunda extracdo”, entéo

P(A) = P(BB) + P(VB) = 2 + 8 =2
20 20 5

Tabela 5.4: Resultados e probabilidades para o
experimento do Exemplo 5.10.

Resultados Probabilidades

BB 2/5x1/4=2/20

BV 2/5%3/4=6/20

VB 3/5x2/4 =6/20

'A% 3/5%x2/4=6/20
Total 1

Exemplo 5.11. Imagine, agora, que as duas extragfes sdo feitas da mesma urna do
exemplo anterior, mas a primeira bola é reposta na urna antes da extracdo da segun-
da. Nessas condicGes, as extracdes sdo independentes, pois o resultado de uma ex-
tracdo ndo tem influéncia no resultado da outra. Obtemos a situacdo da Figura 5.3 e
da Tabela 5.5.

Figura 5.3: Diagrama em drvore para a extragdo de
duas bolas de uma urna, com reposicéo.

2/5 B
B
2/5
3/5 vV
2/5 B
3/5 y
3/5 Y

Tabela 5.5: Resultados e probabilidades para o
experimento do Exemplo 5.11.

Resultados Probabilidades

BB 2/5%x2/5=4/25

BV 2/5x3/5=6/25

VB 3/5x2/5=6/25

\AY% 3/5%x3/5=9/25
Total 1

Observe que, aqui,

P(branca na 22 | branca na 1%) = 2/5 = P(branca na 2?),
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ou seja, se indicarmos por A e B 0s eventos “bola branca na segunda extracdo” e “bola
branca na primeira extragdo”, respectivamente, entdo P(A|B) = P(A). Nesse caso, dize-
mos que o evento A independe do evento B e, usando (5.8), temos

P(A N B) = P(A) P(B). (5.9)

E facil ver que se A independe de B, entfio B independe de A — dizemos que A e B
sdo independentes. A formula (5.9) pode ser tomada como definicdo de independéncia
entre dois eventos, ou seja, A e B sdo independentes se, e somente se, (5.9) for valida.

Exemplo 5.12. Considere ainda a urna dos dois exemplos anteriores, mas vamos fazer trés
extragOes sem reposicdo. Indiquemos por V, ou B, a obtencdo de bola vermelha ou branca
na i-ésima extracao, respectivamente, i = 1, 2, 3. Obtemos a Figura 5.4 e a Tabela 5.6.

Figura 5.4: Diagrama em drvore para a extragdo de
trés bolas de uma urna, sem reposicdo.

1

1/4 B—V

B,
2/5 1/3

/. 3/4 v, B,

23 Vs

1/3 B,

e A E 2/3 Vs
Vi

2/4 y 2/3 B,

2
1/3 Vs

Tabela 5.6: Resultados e probabilidades para o experi-
mento do Exemplo 5.12.

Resultados Probabilidades
B,B,V, 2/5%1/4x 1 =2/20 = 6/60
B,V,B; 2/5%x3/4x1/3=6/60
B]VZV3 2/5)(3/4)(2/3:]2/60
V,B,B, 3/5%x2/4x1/3=6/60
V,B,V; 3/5%x2/4x2/3=12/60
V, VB, 3/5%2/4%2/3=12/60
ViV,V,s 3/5%2/4x1/3=6/60
Total 60/60=1

Observe que P(B,|B,) = 1/4, ao passo que P(V,|B, N B,) = 1; dal,
P(B, N B, NV,) =P(B) P(B,IB) P(V,IB, N B,) =2/5x1/4 x 1 = 1/10.
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De modo geral, dados trés eventos A, B e C, temos que
PANBNC)=P(A)P(B|A) P(CIA N B). (5.10)

Essa relacdo pode ser estendida para um numero finito qualquer de eventos. Veja o
Problema 60.

Exemplo 5.13. A teoria da confiabilidade estuda sistemas e seus componentes, como
por exemplo sistemas mecanicos e eletrébnicos (um automovel ou um computador) e
sistemas biol6gicos, como o corpo humano. O objetivo da teoria é estudar as relacdes
entre o funcionamento dos componentes e do sistema. A Figura 5.5 (a) ilustra um
sistema composto de dois componentes ligados em série.

Figura 5.5: Sistema com dois componentes (a) em série (b) em paralelo.

N ~
U .

(b)

O sistema da figura funcionard se os componentes 1 e 2 funcionarem simultanea-
mente. Se um dos componentes falhar, o sistema também falhara. Supondo que os
componentes funcionem independentemente, e se p, for a probabilidade de o compo-
nente i (i = 1,2) funcionar, entdo a probabilidade de o sistema funcionar sera

P(F)=P(A, NA)=PA)PA)=pp,
onde indicamos por F o evento “o sistema funciona” e por A o evento “o componente
i funciona”, i =1, 2.
A probabilidade p, € a chamada confiabilidade do componente i e P(F) = h(p,, p,)
= p,p, a confiabilidade do sistema.

Se os componentes 1 e 2 estiverem em paralelo, como na Figura 5.5 (b), entdo o
sistema funcionara se pelo menos um dos dois componentes funcionar. Ou seja,

P(F)=P(A,UA)=PA)+PA)-PA NA)=p, +p,-pp,
e a confiabilidade do sistema € h(p,, p,) = p, + p, — P, P,
Vejamos agora o conceito de independéncia para trés eventos: dizemos que 0S

eventos A, B e C sdo independentes se, e somente se,
P(A N B)=P(A) P(B),
P(ANC)=P(A) P(C), (5.11)
P(B N C)=P(B)P(C),
P(ANBNC)=P(A) P(B)P(C).
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Se apenas as trés primeiras relaces de (5.11) estiverem satisfeitas, dizemos que os even-
tos A, B e C sdo mutuamente independentes. E possivel que trés eventos sejam mutuamente
independentes, mas ndo sejam completamente independentes. Veja o Problema 59.

A definicdo pode ser estendida facilmente para um nimero finito qualquer de eventos.
Veja o Problema 61.

___Problemas |
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Considere uma urna contendo trés bolas pretas e cinco bolas vermelhas. Retire duas
bolas da urna, sem reposicédo.

(a) Obtenha os resultados possiveis e as respectivas probabilidades.

(b) Mesmo problema, para extracdes com reposigao.

No problema anterior, calcule as probabilidades dos eventos:
(a) Bola preta na primeira e segunda extracdes.

(b) Bola preta na segunda extragéo.

(c) Bolavermelha na primeira extracéo.

A probabilidade de que A resolva um problema é de 2/3, e a probabilidade de que B o
resolva é de 3/4. Se ambos tentarem independentemente, qual a probabilidade de o
problema ser resolvido?

Um dado é viciado, de tal forma que a probabilidade de sair um certo ponto é proporcional
ao seu valor (por exemplo, o ponto 6 é trés vezes mais provavel de sair do que o ponto 2).
Calcular:

(a) a probabilidade de sair 5, sabendo-se que o ponto que saiu é impar;

(b) a probabilidade de tirar um ndmero par, sabendo-se que saiu um ndmero maior que 3.

As probabilidades de que dois eventos independentes ocorram s@o p e q, respectivamen-
te. Qual a probabilidade:

(a) de que nenhum desses eventos ocorra?

(b) de que pelo menos um desses eventos ocorra?

Na figura ao lado temos um sistema com trés componentes fun- O
cionando independentemente, com confiabilidades p, p, e p.. ]
Obtenha a confiabilidade do sistema.

SONOL

Na tabela abaixo, os nUmeros que aparecem s@o probabilidades relacionadas com a
ocorréncia de A, B, A N B efc. Assim, P(A) = 0,10, enquanto P(A N B) =0,04.

B B Total

A 0,04 0,06 0,10
A 0,08 0,82 0,90
Total 0,12 0,88 1,00

Verifique se A e B sdo independentes.
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22. Supondo que todos os componentes do sistema da figura ao lado te- 1 2

nham a mesma confiabilidade p e funcionem independentemente, ob-
tenha a confiabilidade do sistema.

5.4 O Teorema de Bayes

Uma das relagBes mais importantes envolvendo probabilidades condicionais é
dada pelo Teorema de Bayes. A versdao mais simples desse teorema é dada pela
formula (5.12):

paB)= PANB) _ P(A) P(BIA)

J6) J6) 12

Como salientamos na secéo anterior, temos a probabilidade inicial P(A) e, dada a infor-
magcdo de que B ocorreu (ou dada a suposicdo de que B venha a ocorrer), obtemos a proba-
bilidade a posteriori P(A|B), dada por (5.12). Ou seja, atualizamos a probabilidade inicial,
multiplicando-a por ig)A . Observe que P(A|B) > P(A) se P(B|A) > P(B).

A forma geral do Teorema de Bayes serd introduzida por um exemplo.

Exemplo 5.14. Temos cinco urnas, cada uma com seis bolas. Duas dessas urnas
(tipo C,) tém 3 bolas brancas, duas outras (tipo C,) tém 2 bolas brancas, e a ultima
urna (tipo C,) tem 6 bolas brancas. Escolnemos uma urna ao acaso e dela retiramos
uma bola. Qual a probabilidade de a urna escolhida ser do tipo C,, sabendo-se que a
bola sorteada é branca?

Na Figura 5.6 temos esquematizados o espaco amostral e 0s eventos de interesse.

Figura 5.6: Espago amostral e eventos para o

Exemplo 5.14.
Urna
C, | G, LG
1 1 2 1 3 i 4 i 5
¢ ,|o 0o 00 oo ofo o
: *lofeieioi® @l® @0 o
B¢ | ® ®§® ®§® ®§® ®O O
Q

Queremos encontrar P(C,|B), sabendo que
P(C) = 2/5, P(BIC) = 1/2,
P(C,) = 2/5, P(BIC) = 1/3,
P(C,) = 1/5, P(BIC,) = 1.
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Da definicdo de probabilidade condicional, temos

P(C;N B) _ P(Cy)P(BIC,) (5.13)
PB) ~  P(B) '

P(C,B) =

A segunda igualdade é devida a formula (5.8).

Precisamos encontrar o valor de P(B), ja& que o numerador é conhecido. Como C,,
C, e C, sdo eventos mutuamente exclusivos, e reunidos formam o espago amostral
completo, podemos decompor o evento B na reunido de trés outros, também mutua-
mente exclusivos, como segue (ver também a Figura 5.6):

B=(C,nNB)U(C,NB)U(C, NB), (5.14)
e entéo
PB)=P(C,NB)+P(C,NnB)+P(C, NB)
= P(C,) P(BIC,) + P(C,) P(BIC,) + P(C,) P(BIC))

:Ex%+gxi+ix1— 8

5 5 3 5 7 15

Substituindo esse resultado em (5.13), obtemos

1/5 %1
8/15

Podemos, agora, generalizar os resultados acima do seguinte modo: seja {C,, C,, ..., C.}
uma particdo do espago amostral €, isto é,

P(C4IB) =

3
5

C, N C, =g, sempreque i#]j,
C,UC,U..UC,=Q.

Considere um evento qualquer A em Q. Supomos conhecidas as probabilidades
P(C)eP(AIC),i=1,2,..,n.
Entdo, temos o seguinte resultado, ilustrado pela Figura 5.7.

Figura 5.7: Particdo de um espaco amostral.
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Teorema 5.1 (Bayes). A probabilidade de ocorréncia do evento C;, supondo-se a ocor-
réncia do evento A, é dada por

P(Ci)P(AIC))
>i-1P(C)P(AIC)

P(CIA) = (5.15)
paratodoi=1,2, .., n.

Podemos pensar C,, ..., C. como um conjunto de hipoteses, sendo somente uma
delas verdadeira. Dado que A ocorreu, a probabilidade inicial de C,, P(C), &€ modifica-
da de modo a se obter P(C.|A), dada por (5.15). Passamos da probabilidade a priori
P(C,) para a probabilidade a posteriori P(CilA), multiplicando a primeira por

PAIC)
_,P(C)P(AIC)

0 5.16
5 (5.16)

Para A fixado, as probabilidades P(A|C,) em (5.15) sdo denominadas verossimilhan-
cas das hipoteses C, C,, ..., C. Vemos que P(C.|A) > P(C) se (5.16) for maior do que
um, isto é, se P(A|C,) > P(A), onde P(A) € o denominador de (5.16). Observe que esse
denominador é uma média ponderada dos P(AICJ.) e 0S pesos sdo as probabilidades
P(CJ.), gue tém soma unitaria. Como o numerador é sempre uma das parcelas do denomi-
nador P(A), torna-se indispensavel o uso de um novo indice, j, na decomposicéo deste.

Exemplo 5.15. Para selecionar seus funcionarios, uma empresa oferece aos candidatos
um curso de treinamento durante uma semana. No final do curso, eles sdo submetidos a
uma prova e 25% sao classificados como bons (B), 50% como médios (M) e os restantes
25% como fracos (F). Para facilitar a selecdo, a empresa pretende substituir o treinamen-
to por um teste contendo questbes referentes a conhecimentos gerais e especificos. Para
isso, gostaria de conhecer qual a probabilidade de um individuo aprovado no teste ser
considerado fraco, caso fizesse o curso. Assim, neste ano, antes do inicio do curso, 0s
candidatos foram submetidos ao teste e receberam o conceito aprovado (A) ou reprova-
do (R). No final do curso, obtiveram-se as seguintes probabilidades condicionais:

P(AIB) = 0,80, P(AIM) = 0,50, P (AIF) = 0,20.
Queremos encontrar P(F|A) e, pelo Teorema de Bayes, essa probabilidade é dada por

P(AIF)P (F)
P(AIB)P(B) + P(AIM)P(M) + P(AIF)P(F)
_ (0,20)(0,25)

(0,80)(0,25) + (0,50)(0,50) + (0,20)(0,25)

P(FIA) =

= 0,10.
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Entdo, apenas 10% dos aprovados é que seriam classificados como fracos durante o
curso. De modo analogo podemos encontrar P(B|A) = 0,40 e P(M|A) = 0,50, que pode-
riam fornecer subsidios para ajudar na decisdo de substituir o treinamento pelo teste.

Um gréfico em arvore pode ajudar bastante na solucdo de um problema envolven-
do o Teorema de Bayes. Desse modo, para o Exemplo 5.15, teremos a Figura 5.8 e a
Tabela 5.7. Assim, o numerador de P(F|A) esta assinalado com um pequeno circulo,
ao passo que o denominador é a soma das trés parcelas assinaladas com asterisco.

Figura 5.8: Diagrama em drvore para o Exemplo 5.15.

0,80 A
B
0,25 020 .
0,50 A
0,50 M
0,25 e R
0,20 A
F
0,80 R

Tabela 5.7: Resultados e probabilidades para o Exemplo 5.15.

Resultados Probabilidades
BA (0,25)(0,80)=0,20*
BR (0,25)(0,20)=0,05
MA (0,50)(0,50)=0,25*
MR (0,50) (0,50)=0,25
FA (0,25)(0,20)=0,05*°
FR (0,25)(0,80)=0,20

O Teorema de Bayes, que aparentemente poderia ser encarado como mais um resulta-
do na teoria de probabilidades, tem importancia fundamental, pois fornece a base para
uma abordagem da inferéncia estatistica conhecida como inferéncia bayesiana. Esse pon-
to sera abordado brevemente no Capitulo 11.

O Teorema de Bayes fornece um mecanismo formal para atualizar probabilidades,
como ja vimos acima. Vejamos mais um exemplo para ilustrar esse ponto.

Exemplo 5.16. A administracdo de um fundo de investimentos em agdes pretende
divulgar, apdés o encerramento do pregdo, a probabilidade de queda de um indice da
bolsa no dia seguinte, baseando-se nas informagdes disponiveis até aquele momento.
Suponha que a previsao inicial seja de 0,10. Apds encerrado o pregdo, nova infor-
macdo sugere uma alta do délar frente ao real. A experiéncia passada indica que,
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qguando houve queda da bolsa no dia seguinte, 20% das vezes foram precedidas por
esse tipo de noticia, enquanto, nos dias em que a bolsa esteve em alta, apenas em 5%
das vezes houve esse tipo de noticia no dia anterior.

Chamando de E o evento que indica “queda da bolsa”, a sua probabilidade a
priori € P(E) = 0,10, enquanto a probabilidade de alta é P(E®) = 0,90. Se B indicar “alta
do dolar”, entdo as verossimilhangas sédo dadas por

P(BIE) = 0,20, P (BIE®) = 0,05.

Logo, pelo Teorema de Bayes, teremos que

P(E) P(BIE)

PEIB) = 5 EPEIE) + PEIPEIE) '

ou seja,
(0,10)(0,20) _ 0,02 _
(0,10)(0,20) + (0,90)(0,05) ~ 0,065

Portanto, a nova informagdo aumenta a probabilidade de que haja queda na bolsa
de 10% para 31%.

Suponha, agora, que horas depois surja nova informacdo relevante: o Banco Cen-
tral ird reduzir a taxa de juros vigente a partir do dia seguinte. Denotando-se, agora,
por B, 0 evento “alta do ddlar” e por B, 0 evento “queda na taxa de juros”, o interesse
sera saber como essa nova informacéo, B,, afetard a probabilidade calculada, P(E IB,).
Segue-se que essa € agora a probabilidade a priori para E com respeito a B,.

Novamente, informacgdes passadas mostram que, dado que tenha havido alta do
dolar e queda da bolsa, 10% das vezes foram precedidas por noticias de queda de juros,
enguanto, dado que tenha havido alta do délar e alta da bolsa, 60% das vezes foram
precedidas de queda dos juros. Entdo, as verossimilhancgas agora serdo dadas por

P(B,IE, B)) = 0,10, P(B,IE®, B,) = 0,60.
O Teorema de Bayes fica escrito agora na forma

P(EIB,) P(B,IE, B,)
P(EIB) P(B,IE, B) + P(E’IB) P(B,IE", B)

P(EIB) =

4 _
3 0,31.

P(EIB, B) =
do que segue que

P(EIB, B,) = (0,31)(0,10) _ 0,031

(0,31)(0,10) + (0,69)(0,60) 0,445
Ou seja, a informacdo B, causa um decréscimo na probabilidade de queda da bolsa,
de 0,31 para 0,07, que é menor ainda do que a probabilidade a priori inicial, P(E) = 0,10.

Observe que a probabilidade P(EIB,, B,) pode ser escrita também como P(E[B, N B,),
ou seja, temos a ocorréncia simultanea dos eventos B, e B,.

= 0,07.
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___Problemas |

23. Uma companhia produz circuitos em trés fabricas, I, Il e 1. A fabrica | produz 40% dos
circuitos, enquanto a Il e a 1 produzem 30% cada uma. As probabilidades de que um
circuito integrado produzido por essas fabricas ndo funcione séo 0,01, 0,04 e 0,03, res-
pectivamente. Escolhido um circuito da producéo conjunta das trés fabricas, qual a pro-
babilidade de 0 mesmo nédo funcionar?

24. Considere a situag@o do problema anterior, mas suponha agora que um circuito escolhido
ao acaso seja defeituoso. Determine qual a probabilidade de ele ter sido fabricado por .

25. A urna | contém duas bolas pretas e trés brancas, ao passo que a urna Il contém trés
bolas pretas e trés brancas. Escolhemos uma urna ao acaso e dela extraimos uma bola
que tem cor branca. Se a bola é recolocada na urna, qual é a probabilidade de se retirar
novamente uma bola branca da mesma urna?

5.5 Probabilidades Subjetivas

Na secdo 5.1 vimos como associar probabilidades a eventos. Utilizamos um enfoque
chamado frequentista, pois se baseia na estabilidade das freqiiéncias relativas e no fato
de podermos, hipoteticamente, repetir um experimento varias vezes. Mas € Gbvio que
nem sempre podemos considerar replicagcdes. Suponha que queiramos calcular a proba-
bilidade de chover no dia 12 de janeiro do préximo ano, na cidade de S&o Paulo. Evi-
dentemente, se considerarmos o evento A = chover em Sao Paulo no dia 12 de janeiro do
proximo ano, ele nao pode ser replicado. O que poderemos eventualmente considerar é
em quantos dias 12 de janeiro de anos anteriores choveu e calcular uma freqiiéncia
relativa. Se tivermos essa informagcdo, ela evidentemente podera ser usada. Mas suponha
gue uma pessoa morando em Fortaleza tenha de calcular essa probabilidade. Se ela nédo
tiver informacdo sobre o tempo em Sdo Paulo, podera simplesmente dizer que essa pro-
babilidade € de 1/2. Por outro lado, uma pessoa vivendo em S&o Paulo terd informacdes
adicionais. Por exemplo, sabera que normalmente janeiro, fevereiro e margo sdo meses
com muita chuva. Esse morador de S8o Paulo podera arriscar uma probabilidade, diga-
mos de 2/3 para 0 evento A. Vemos, portanto, que a associacdo de probabilidades a um
evento depende de cada individuo, de sua informacédo a respeito desse evento. Esse tipo
de apreciagdo é particularmente recomendavel quando o individuo julga que as replicacoes
anteriores nao sejam comparaveis com a préxima. Por exemplo, o fenémeno EIl Nifio
pode ter ocorrido com grande intensidade em janeiro de 1999, provocando muita chuva
no sudeste do Brasil, e sua intensidade nos anos seguintes talvez seja menor.

Respostas a questdes como essa envolvem o que chamamos de probabilidade sub-
jetiva. Ou seja, cada individuo, baseado em informacdes anteriores e na sua opinido
pessoal a respeito do evento em questdo, pode ter uma resposta para a probabilidade
desse evento. A Inferéncia Bayesiana, de que trataremos brevemente neste livro (veja
0 Capitulo 11), toma como uma de suas bases o fato de que todas as probabilidades
sdo subjetivas. O Teorema de Bayes tem papel importante nesse tipo de inferéncia,
pois passa a ser visto como um mecanismo de atualizacdo de opinifes. Ou seja, 0
individuo aprende B e passa a ter opinido P(A|B) sobre A.
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Um ingrediente basico quando se associam probabilidades é a coeréncia. Se um individuo
julgar que um evento A é mais provavel que seu complementar, entdo ele devera, como que
apostando na ocorréncia de A, associar uma probabilidade maior do que 1/2 ao evento A. Por
exemplo, se ele julgar que uma proporcéo 3 : 1 a favor de A € razoavel, entdo ele devera sugerir

P(A) = 3/4. A férmula de Bayes fornece uma maneira coerente de atualizar opinides.

As probabilidades associadas a eventos de modo subjetivo tém propriedades anéa-
logas aquelas vistas em se¢Oes anteriores e podem ser obtidas a partir do principio da
coeréncia. Ha outras maneiras de se associar probabilidades a eventos e 0s interessa-
dos poderdo consultar O’Hagan (1994), por exemplo, para obter mais informacdes

sobre esse assunto e outros ligados a Inferéncia Bayesiana.

5.6 Problemas e Complementos

26.

27.

28.

Um restaurante popular apresenta apenas dois tipos de refeicées: salada completa ou um prato
& base de carne. Considere que 20% dos fregueses do sexo masculino preferem a salada, 30%
das mulheres escolhem carne, 75% dos fregueses sGo homens e os seguintes eventos:

H: fregués é homem A: fregués prefere salada

M: fregués é mulher B: fregués prefere carne

Caleular:

(a) P(H),P(AIH), P(BIM); (b) P(ANH),P(AUH); (c) P(MIA).

Uma companhia de seguros analisou a freqiéncia com que 2.000 segurados (1.000 homens
e 1.000 mulheres) usaram o hospital. Os resultados séo apresentados na tabela:

Homens Mulheres
Usaram o hospital 100 150
Néio usaram o hospital 900 850

(a) Qual a probabilidade de que uma pessoa segurada use o hospital?
(b) O uso do hospital independe do sexo do segurado?

As probabilidades de tré&s motoristas serem capazes de guiar até em casa com seguranca,
depois de beber, séo de 1/3, 1/4 e 1/5, respectivamente. Se decidirem guiar até em casa,
depois de beber numa festa, qual a probabilidade de fodos os trés motoristas sofrerem aciden-
tes¢ Qual a probabilidade de pelo menos um dos motoristas guiar até em casa a salvo?

29. Duas ldmpadas queimadas foram acidentalmente misturadas com seis lémpadas boas. Se

vamos testando as ldGmpadas, uma por uma, até encontrar duas defeituosas, qual é a
probabilidade de que a Gltima defeituosa seja encontrada no quarto teste?

30. Suponhamos que 10.000 bilhetes sejam vendidos em uma loteria e 5.000 em outra, cada

uma tendo apenas um ganhador. Um homem tem 100 bilhetes de cada. Qual a proba-
bilidade de que:

(a) ele ganhe exatamente um prémio?

(b) ele ganhe alguma coisa?
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31. Uma companhia de seguros vendeu apdlices a cinco pessoas, fodas da mesma idade e

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

com boa satde. De acordo com as tdbuas atuariais, a probabilidade de que uma pessoa
daquela idade esteja viva daqui a 30 anos é de 2/3. Calcular a probabilidade de que
daqui a 30 anos:

(a) exatamente duas pessoas estejam vivas;

(b) todas as pessoas estejam vivas; e

(c) pelo menos trés pessoas estejam vivas.

(Indique as suposicoes necessdrias para a resolucéo do problema.)

Num teste com duas marcas que lhe sGo apresentadas em ordem aleatéria, um

experimentador de vinhos faz trés identificacdes corretas em trés tentativas.

(a) Qual a probabilidade de isso ocorrer, se na realidade ele ndo possuir habilidade
alguma para distingui-los?

(b) E se a probabilidade de distinguir corretamente é de 90% em cada tentativa?

Um grupo de 12 homens e 8 mulheres concorre a trés prémios através de um sorteio, sem
reposicdo de seus nomes. Qual a probabilidade de:

(a) nenhum homem ser sorteado?

(b) um prémio ser ganho por homem?

(c) dois homens serem premiados?

Um empreiteiro apresentou orcamentos separados para a execucdo da parte elétrica e da
parte de encanamento de um edificio. Ele acha que a probabilidade de ganhar a concor-
réncia da parte elétrica é de 1/2. Caso ele ganhe a parte elétrica, a chance de ganhar a
parte de encanamento é de 3/4; caso contrdrio, essa probabilidade é de 1/3. Qual a proba-

bilidade de ele:

(a) ganhar os dois contratos?
(b) ganhar apenas um?2
(c) néo ganhar nada?

Em média, 5% dos produtos vendidos por uma loja séo devolvidos. Qual a probabilidade
de que, das quatro préximas unidades vendidas desse produto, duas sejam devolvidas?

Trés alarmes estéo dispostos de tal maneira que qualquer um deles funcionard independente-
mente quando qualquer coisa indesejével ocorrer. Se cada alarme tem probabilidade 0,9 de
trabalhar eficientemente, qual é a probabilidade de se ouvir o alarme quando necessdrio?

Em uma fébrica de parafusos, as maquinas A, B e C produzem 25%, 35% e 40% do
total, respectivamente. Da producdo de cada méquina 5%, 4% e 2%, respectivamente,
séo parafusos defeituosos. Escolhe-se ao acaso um parafuso e verifica-se que é defeituoso.
Qual a probabilidade de que o parafuso venha da méquina A; da B; e da C?

Um fabricante afirma que apenas 5% de todas as vélvulas que produz tém duracéo inferior
a 20 horas. Uma indUstria compra semanalmente um grande lote de vélvulas desse fabri-
cante, mas sob a seguinte condicéo: ela aceita o lote se, em dez valvulos escolhidas
ao acaso, no méximo uma tiver duragéo inferior a 20 horas; caso contrdrio, o lote todo
é rejeitado.



124

CAPITULO 5 — PROBABILIDADES

39.

40.

41.

42.

(a) Se ofabricante de fato tem razéo, qual a probabilidade de um lote ser rejeitado?

(b) Suponha agora que o fabricante esteja mentindo, isto é, na verdade a proporcéo de
vélvulas com duracéo inferior a 20 horas é de 10%. Qual a probabilidade de um lote
ser aceito, segundo o critério acima?

Para estudar o comportamento do mercado automobilistico, as marcas foram divididas em
trés categorias: marca F, marca W, e as demais reunidas como marca X. Um estudo sobre
o hdbito de mudanca de marca mostrou o seguinte quadro de probabilidade:

Proprietdrio de Probabilidade de mudanga para

carro da marca W = X
w 0,50 0,25 0,25
F 0,15 0,70 015
X 0,30 0,30 0,40

A compra do primeiro carro é feita segundo as seguintes probabilidades: marca W com
50%, marca F com 30% e marca X com 20%.

(a) Qual a probabilidade de um individuo comprar o terceiro carro da marca W2
(b) Se oterceiro carro é da marca W, qual a probabilidade de o primeiro também ter sido W2

A empresa M & B tem 15.800 empregados, classificados de acordo com a tabela abaixo.

Sexo h |

Idade Homens (M) Mulheres (F) Tota
<25anos (A) 2.000 800 2.800
25— 40 anos (B) 4.500 2.500 7.000
> 40 anos (C) 1.800 4.200 6.000
Total 8.300 7.500 15.800

Se um empregado é selecionado ao acaso, calcular a probabilidade de ser ele:
(a) um empregado com 40 anos de idade ou menos;

(b) um empregado com 40 anos de idade ou menos, e mulher;

(c) um empregado com mais de 40 anos de idade e que seja homem;

(d) uma mulher, dado que é um empregado com menos de 25 anos.

Considere o Problema 40 e suponha que escolhamos dois empregados ao acaso, com

reposicdo. Qual a probabilidade de que:

(a) ambos sejom do sexo masculino;

(b) o primeiro tenha menos de 25 anos, e o segundo seja do sexo masculino e tenha
menos de 25 anos;

(c) nenhum tenha menos de 25 anos.

Resolva as questdes (a) e (c) do Problema 41, supondo que a amostragem é feita sem
reposicdo.
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43.

44,

45.

46.
47.
48.

49.

Numa empresa existem operdrios de determinada categoria, com idades iguaisaa, bec
anos (existem pelo menos trés com a mesma idade). Escolhem-se trés ao acaso para que
facam determinado curso. Se indicarmos por X a idade do primeiro, y a do segundo e za
do terceiro, o terno (X, Y, z) indica cada possivel resultado. Enumere:

(a) o espaco amostral; e (b) os eventos A={(X,y,2)Ix=y =2}, B={(x, Y, 2)Ix=y}.

Os colégios A, B e C tém as seguintes porcentagens de rapazes, respectivamente: 40%,
20% e 10%. Um desses colégios é selecionado ao acaso e oito alunos sé@o escolhidos,
com reposicéo. Se o resultado for RRRMMMMM (R para rapaz e M para moca), qual é
a probabilidade de ter sido selecionado o colégio C?

Um inspetor da sec@o de controle de qualidade de uma firma examina os artigos de um lote
que tem m pecas de primeira qualidade e n pecas de segunda qualidade. Uma verificacdo
dos b primeiros artigos selecionados ao acaso do lote mostrou que todos eram de segunda
qualidade (b <n-1). Qual a probabilidade de que entre os dois préximos artigos selecio-
nados, ao acaso, dos restantes, pelo menos um seja de segunda qualidade?

Prove que, se A e B sdo independentes, também o serdo A°e B, Ae B°e A’ e B.
Obtenha uma férmula para P(A U B U C).

Na figura abaixo temos um sistema chamado ponte. Nas mesmas condicées do Problema 22,
obtenha a confiabilidade do sistema.

3
)
/

4 5

Considere o quadrado com vértices (0,0), (1,0), (0,1) e (1,1). Suponha que a probabilidade
de uma regido A (evento) seja a drea dessa regido.

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

(a) Represente graficamente o evento A = conjunto dos pontos cuja disténcia & origem
seja menor ou igual a 1.

(b) Calcule P(A).
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50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

(c) Calcule a probabilidade do evento B={(X,y) : x = b ouy = b}, onde b € um nimero tal
que 0<b<1.
(d) Calcule P(B), onde B foi definido em (c).

Considere Q como o quadrado da figura do Problema 49. Considere os eventos:
A={(x,y):1/3=sx<2/3,0=<sy=<1/2}

B={(x,y):12<sx<1,1/4<y<=< 3/4}.

Calcular P(A), P(B), P(A U B), P(A°), P(B°) e P(A° N BY).

Considere, agora, a situacdo do Problema 49, mas suponha que o quadrado néo tenha
drea unitaria. Como vocé definiria a probabilidade de um evento A2

Suponha uma populacdo de N elementos a;, @,, ..., ay. Qualquer arranjo ordenado ay, ay, ..., a;,
de n simbolos é chamado de uma amostra ordenada de tamanho n, extraida da populagéo.
Considere o simbolo (N), como significando N (N =1) ... (N=n + 1). Suponha n < N.
Mostre que existem N" amostras com reposicdo (um mesmo elemento pode ser retirado
mais de uma vez) e (N), amostras sem reposicdo (um elemento, quando escolhido, é
removido da populacédo, néo havendo, pois, repeticdo na amostra).

Uma amostra ordenada de tamanho n, extraida de uma populacéo com N elementos,
produz um plano aleatério simples se todas as possiveis amostras {&m a mesma probabi-
lidade de serem escolhidas; essa probabilidade serd 1/N"se a amostra for com reposicdo
e 1/(N), se for sem reposicdo. Uma amostra casual de tamanho n, com reposicéo, é
extraida de uma populagdo com N elementos. Encontre a probabilidade de ndo haver
repeticdo na amostra.

. NY_ (N), _ N! . _ .
Considere <n ) =T RN T Observe a situacéo do Problema 52, na qual ndo

. - . . N
levamos em consideragdo a ordem do conjunto @, a,, ..., &,. Mostre que existem n
amostras sem reposico.

(a) Se A, Be Csdo independentes, prove que A e B N C sdo independentes.
(b) Nas mesmas condicées, prove que A U B e C sdo independentes.

Dizemos que A C B (A é subconjunto de B) se todo elemento de A também pertence a B.
Por exemplo, {1, 2} C {1, 2,3}. Se P(A) =1/3, P(B*) = 1/4, A e B podem ser disjuntos (ou
mutuamente exclusivos)?¢ (Sugestdo: P(A)=P(ANB)+P(ANB“)eAN B CB". Useo
fato de que, se A C B, P(A) < P(B).)

Um sistema é composto de trés componentes 1, 2 e 3, com confiabilidade 0,9, 0,8 € 0,7,
respectivamente. O componente 1 é indispensavel ao funcionamento do sistema; se 2 ou
3 nédo funcionam, o sistema funciona, mas com um rendimento inferior. A falha simulta-
nea de 2 e 3 implica o ndo-funcionamento do sistema. Supondo que os componentes
funcionem independentemente, calcular a confiabilidade do sistema.

Prove (5.4). (Sugestdo: Escreva U U V e V como reunides de eventos mutuamente
exclusivos.)
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59.

60.
61.
62.

63.

64.

65.

66.

Hé& quatro bolas numa urna, numeradas 000, 011, 101, 110. Selecione uma bola ao
acaso da urna. Considere os eventos

A,: na bola selecionada, o nimero 1 aparece na posigéo i,i=1,2, 3.

Seja A=A NA,NA,.

(a) Calcule P(A),i=1,2,3eP(A).

(b) Mostre que A, A, e A, sGo mutuamente independentes, mas ndo sdo independentes.

Como fica a relagéo (5.10) para n eventos quaisquer A A, .. Az°

Definir independéncia para n eventos quaisquer A, ..., A .

O problema do aniversario. Considere k pessoas numa sala. Qual a probabilidade de
que pelo menos duas pessoas facam aniversdrio no mesmo dia e més? A partir de qual
valor de k essa probabilidade é maior que 0,52

(Sugestao: seja A o evento “pelo menos duas pessoas fazem aniversdrio no mesmo dia”.
O evento complementar é A®: “todas as k pessoas fazem aniversdrio em dias diferentes”.
Calcule primeiro a P(A®). Para isso, use o resultado do Problema 53. Aqui, temos N = 365
dias e k=n pessoas. Se P(A) = p, entdo mostre que

(365), _ 365364 -363... (365 k + 1)

1-p=P(A) = "3 = 365"

Note que hd k fatores no numerador e no denominador dessa expresséo. )

Mostre que a probabilidade 1 —p do Problema 62 pode ser escrita como

l-p~1- 1+2+...+k—1:1—(k—1)k,
365 730

para k pequeno. Como ficard P(A) neste caso?

Num mercado, trés corretoras A, B e C sdo responsdveis por 20%, 50% e 30% do volume
total de contratos negociados, respectivamente. Do volume de cada corretora, 20%, 5%
e 2%, respectivamente, sGo contratos futuros em délares. Um contrato é escolhido ao
acaso e este é futuro em délares. Qual é a probabilidade de ter sido negociado pela
corretora A2 E pela corretora C2

Lance uma moeda duas vezes e sejam os eventos: A: cara no primeiro lancamento,
B: cara no segundo langamento e C: as duas moedas mostram faces diferentes.
Mostre que A, B e C sdo dois a dois independentes, mas nao totalmente independentes.

O Problema de Monty Hall. Num programa de TV o objetivo é ganhar um carro como
prémio. O apresentador do programa mostra a vocé trés portas, P, P, e P_: atrds de uma
hé& um carro e, das outras, duas cabras. Ele pede a vocé para escolher uma porta, vocé
escolhe P,, mas esta nGo é aberta. EntGo, ele abre uma das outras duas portas e mostra
uma cabra (ele sabe o que hd atrds de cada porta). Entdo ele pergunta se vocé quer
mudar sua escolha de porta. O que vocé faria?

[Sugestdo: Solucdo informal: Faga a drvore de possibilidades. Solucdo formal: seja G o
evento: ganhar o carro, mudando sua escolha. Seja C, o evento: carro esté atrés da porta
P,i=1,2,3esejaH, oevento: apresentador abriu a porta P, i = 1, 2, 3. Escreva G
como uma reunido disjunta de dois eventos e use (5.8).]



Capitulo 6

Varidveis Aleatérias Discretas

6.1 Introducdo

No capitulo anterior introduzimos alguns modelos probabilisticos por meio de
espagos amostrais bem simples. Isso facilitou bastante a compreensdo do conceito
de probabilidade e a obtencdo de algumas propriedades. Mas, para atender a situa-
cOes praticas mais gerais, necessitamos ampliar esses conceitos para que tenhamos
modelos probabilisticos que representem todos os tipos de varidveis definidas no
Capitulo 2. Muito do que foi apresentado naquele capitulo para tratamento descritivo
das variaveis terda o seu correspondente no modelo teérico.

Para as variaveis qualitativas, a descricdo de probabilidades associadas a eventos
construida no capitulo precedente adapta-se muito bem. Dada a sua simplicidade,
trataremos aqui de varidveis quantitativas discretas. JA4 os modelos para variaveis
continuas necessitardo de um artificio matematico, baseado em uma generalizacdo
do conceito de histograma, definido na secdo 2.3, e esse serd o objetivo do proximo
capitulo. A extensdo dos modelos para varias varidveis sera tratada no Capitulo 8.

Por outro lado, quando estudamos a descricdo de dados, vimos que 0S recursos
disponiveis para a analise das variaveis quantitativas sdo muito mais ricos do que
para as variaveis qualitativas. Isso sugere o uso de artificios para transformar essas
Gltimas variaveis naquelas do primeiro tipo. Por exemplo, considere o caso de um
questiondrio em que uma pessoa € indagada a respeito de uma proposi¢do, e as
respostas possiveis sdo sim ou ndo. Podemos associar ao problema uma variavel que
toma dois valores, 1 ou 0, por exemplo, correspondentes as respostas sim ou nao,
respectivamente. Esse tipo de variavel serd estudado neste capitulo.

O conhecimento de modelos probabilisticos para varidveis quantitativas ¢ muito
importante, e grande parte do restante deste livro serd dedicada a construcdo desses
modelos e inferéncias sobre seus parametros. Essas variaveis, para as quais iremos
construir modelos probabilisticos, serdo chamadas de variaveis aleatorias (v.a.).
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6.2 O Conceito de Variavel Aleatéria Discreta

O conceito de v.a. discreta sera introduzido por meio de um exemplo.

Exemplo 6.1. Um empresario pretende estabelecer uma firma para montagem de um
produto composto de uma esfera e um cilindro. As partes sdo adquiridas em fabricas
diferentes (A e B), e a montagem consistira em juntar as duas partes e pinta-las. O
produto acabado deve ter o comprimento (definido pelo cilindro) e a espessura (defi-
nida pela esfera) dentro de certos limites, e isso s6 podera ser verificado ap6s a mon-
tagem. Para estudar a viabilidade de seu empreendimento, o empresario quer ter uma
idéia da distribuicdo do lucro por peca montada.

Sabe-se que cada componente pode ser classificado como bom, longo ou curto,
conforme sua medida esteja dentro da especificacdo, maior ou menor que a especificada,
respectivamente. Além disso, foram obtidos dos fabricantes o prego de cada compo-
nente ($5,00) e as probabilidades de produgdo de cada componente com as caracteris-
ticas bom, longo e curto. Esses valores estdo na Tabela 6.1.

Se o produto final apresentar algum componente com a caracteristica C (curto), ele
serd irrecuperavel, e o conjunto sera vendido como sucata ao preco de $5,00. Cada
componente longo podera ser recuperado a um custo adicional de $5,00. Se o preco
de venda de cada unidade for de $25,00, como seria a distribuicdo de frequéncias da
variavel X: lucro por conjunto montado?

Tabela 6.1: Distribuicdo da producdo das fébricas A e B, de acordo com as medidas
das pegas produzidas.

Produt Fabrica A Fdbrica B
roduio Cilindro Esfera
Dentro das especificacdes ............ bom (B) 0,80 0,70
Maior que as especificacdes ......... longo (L) 0,10 0,20
Menor que as especificaces ........ curto (C) 0,10 0,10

Fonte: Refirada das especificacdes técnicas das fabricas A e B.

A construcdo dessa distribuicdo de freqliéncias vai depender de certas suposi¢cdes
que faremos sobre o comportamento do sistema considerado. Com base nessas suposi-
cOes, estaremos trabalhando com um modelo da realidade, e a distribuicdo que obtivermos
sera uma distribui¢do tedrica, tanto mais proxima da distribuicdo de freqiiéncias real quanto
mais fiéis a realidade forem as suposicdes.

Primeiramente, vejamos a construcdo do espaco amostral para a montagem dos
conjuntos segundo as caracteristicas de cada componente e suas respectivas probabi-
lidades. Como os componentes vém de fabricas diferentes, vamos supor que a classi-
ficacdo dos cilindros e a da esfera, segundo suas caracteristicas, sejam eventos inde-
pendentes. Obteremos a configuracdo da Figura 6.1.

Uma representacdo do espaco amostral em questdo estd apresentada na Tabela 6.2
e foi obtida da Figura 6.1.
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Figura 6.1: Diagrama em &rvore para o Exemplo 6.1.

Cilindro Esfera

0,70 B 0,56
: 020 | 016

080 0,10
g C 0,08
070 B 0,07

0,10 € 0,20
0oL 002
C 0,01
0,10 g,;g B 0,07
; 070 L 002
C 0,01

Tabela 6.2: Distribuicdio de probabilidade das possiveis composi-
¢des das montagens.

Produto Probabilidade Lucro por montagem (X)
BB 0,56 15
BL 0,16 10
BC 0,08 -5
LB 0,07 10
LL 0,02 5
LC 0,01 -5
CB 0,07 -5
ClL 0,02 -5
CcC 0,01 -5

Fonte: Figura 5.1 e informacdes no texto.

A Ultima coluna da Tabela 6.2 foi construida com base nas informacdes sobre pre-
cos. Por exemplo, obtendo uma montagem LB (cilindro longo e esfera boa), do preco de
venda $25,00 devemos descontar: $10,00 dos custos dos componentes e $5,00 para
recuperar o cilindro longo. Portanto, o lucro X desse conjunto sera $10,00. Verifique os
lucros das demais montagens.

Com os dados da Tabela 6.2, vemos que X pode assumir um dos seguintes valores:

15, se ocorrer o evento A = {BB};
10, se ocorrer o evento A, = {BL, LB};
5, se ocorrer o evento A, = {LL};
-5, se ocorrer o evento A, = {BC, LC, CB, CL, CC}.
Cada um desses eventos tem uma probabilidade associada, ou seja,
P(A) =056, P(A) = 0,23,
P(A,) =002, P(A) =019,
0 que nos permite escrever a funcdo (x, p (x)) da Tabela 6.3, que é um modelo tedrico
para a distribuicdo da variavel X, que o empresario podera usar para julgar a viabilida-
de econbmica do projeto que ele pretende realizar. Aqui, x é o valor da v.a. X e p(x) é
a probabilidade de X tomar o valor x. Voltaremos a esse problema mais adiante.
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Tabela 6.3: Distribuicéo da v.a. X.

X p(X)
15 0,56
10 0,23

5 0,02

-5 0,19
Total 1,00

A funcgdo (x, p (x)) é chamada fungdo de probabilidade da v.a. X. Esquematicamente
teremos a situagdo da Figura 6.2.

Figura 6.2: Funcdo de probabilidade da
v.a. X = lucro por montagem.

A A,
5 10

E evidente que, a0 mesmo espaco amostral da Tabela 6.2, podemos associar outras
variaveis aleatorias, como veremos a seguir.

-5 15

Exemplo 6.2. Se considerarmos Y como sendo a varidvel “custo de recuperagdo de
cada conjunto produzido”, verificaremos que Y ird assumir os valores

0, se ocorrer o evento B, = {BB, BC, LC, CB, CL, CC},
5, se ocorrer o evento B, = {BL, LB},
10, se ocorrer o evento B, = {LL}.

A funcéo de probabilidade da v.a. Y esta representada na Tabela 6.4 e a Figura 6.3
representa a situacdo esquematicamente.

Figura 6.3: Fungdo de probabilidade da
v.a. Y = custo de recuperagdio.

PR
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Tabela 6.4: Distribuicdo da v.a. Y.

y p(y)
0 0,75

5 0,23
10 0,02
Total 1,00

Deduz-se do exposto que uma v.a. X, do tipo discreto, estara bem caracterizada
se indicarmos os possiveis valores x,, X,, ..., X, ... que ela pode assumir e as respec-
tivas probabilidades p(x,), p(x,), ..., p(x.), ..., ou seja, se conhecermos a sua funcao de
probabilidade (x, p(x)). Também usaremos a notacdo p(x) = P(X = Xx).

Em algumas situagdes, a determinacdo da funcdo de probabilidade (f.p.) é bem
mais simples. Isso pode ser verificado pelos dois exemplos seguintes.

Exemplo 6.3. Voltemos a situagdo do Exemplo 5.10, em que consideramos duas extra-
cOes, sem reposicdo, de uma urna contendo duas bolas brancas e trés bolas vermelhas.
Definamos a v.a. X: nimero de bolas vermelhas obtidas nas duas extracdes. Obtemos
a Tabela 6.5 e a Figura 6.4.

Tabela 6.5: Exiracdes sem reposicéio de urna com duas
bolas brancas e trés bolas vermelhas.

Resultados Probabilidades X
BB 1/10 0
BV 3/10 1
VB 3/10 1
\A% 3/10 2

Fonte: Figura 6.4.

Figura 6.4: Diagrama em drvore
para o Exemplo 6.3.

Vemos, pois, que a cada resultado do experimento estd associado um valor da v.a.
X, a saber, 0, 1 ou 2.
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Temos que X = 0, com probabilidade 1/10, pois X = 0 se, e somente se, ocorre 0
resultado BB; X = 1 com probabilidade 3/10 + 3/10 = 6/10, pois X = 1 se, e somente Se,
ocorrem 0s resultados BV ou VB, que sdo mutuamente exclusivos; finalmente, X = 2 com
probabilidade 3/10, pois X = 2 se, e somente se, ocorre o0 resultado VV. Resumidamente,

p(0) = P(X = 0) = P(BB) = 1/10,
p(1) = P(X = 1) = P(BV ou VB) = 6/10,
p(2) = P(X = 2) = P(VV) = 3/10.
Na Tabela 6.6 apresentamos a distribuicdo de probabilidades da v.a. X.

Tabela 6.6: Distribuicdo de probabilidades da v.a.
X = ndmero de bolas vermelhas.
p(X)

1/10
6/10
3/10

Fonte: Tabela 6.5.

N — O | X

Exemplo 6.4. Retomemos o Exemplo 5.3, em que consideramos o langamento de uma
moeda duas vezes. Definamos a v.a. Y: nimero de caras obtidas nos dois langamentos.

Temos, entdo:
p(0) = P(Y = 0) = P(RR) = 1/4,
p(1) =P(Y =1) =P(CRouRC) = 1/4 + 1/4 = 1/2,
p(2) = P(Y = 2) = P(CC) = 1/4.
Na Tabela 6.7 e Figura 6.5 temos esquematizado o que ocorre e na Tabela 6.8
apresentamos a distribuicdo de probabilidades de Y.

Tabela 6.7: Lancamento de duas moedas.

Resultados Probabilidades Y
CC 1/4 2
CR 1/4 1
RC 1/4 1
RR 1/4 0

Fonte: Figura 6.5.

Figura 6.5: Diagrama em drvore para o Exemplo 6.4.

C




134 CAPITULO 6 — VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

Tabela 6.8: Distribuicdo da v.a. Y = nimero de caras.

p(y)

1/4
1/2
1/4

Fonte: Tabela 6.7.

N — O (X<

Dos exemplos apresentados, vemos que, a cada ponto do espaco amostral, a variavel
sob consideracdo associa um valor numérico, o que corresponde em Matematica ao
conceito de funcdo, mais precisamente, a uma funcdo definida no espaco amostral Q
e assumindo valores reais.

Definicdo. Uma funcdo X, definida no espago amostral Q2 e com valores num conjunto
enumeravel de pontos da reta é dita uma variavel aleatéria discreta.

Esquematicamente, teremos a situacdo da Figura 6.6.

Figura 6.6: Definicdo de uma v.a.

'\'\T'\'\w'“

Vimos, também, como associar a cada valor x; da v.a. X sua probabilidade de ocor-
réncia. Ela € dada pela probabilidade do evento A de Q, cujos elementos correspondem
ao valor x. (veja Figuras 6.2 e 6.3). Matematicamente, podemos escrever

P(X=x)=P(A),
onde
A={o, o, ..} CQ
é tal que X(m) = x, se o € Ae X(w,) # X, se 0, € A",
Definicdo. Chama-se funcdo de probabilidade da v.a. discreta X, que assume os valo-

res X, X,, ..., X, ..., a fungdo {(x, p(x,)), i =1, 2, ...}, que a cada valor de x; associa a sua
probabilidade de ocorréncia, isto é,

p(x)=P(X=x)=p,i=12,..
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___Problemas |
1. Considere uma urna contendo trés bolas vermelhas e cinco pretas. Retire trés bolas, sem
reposicdo, e defina a v.a. Xigual ao nimero de bolas pretas. Obtenha a distribuicéo de X.

2. Repita o problema anterior, mas considerando extracdes com reposicéo.

3. Suponha que uma moeda perfeita é lancada até que cara apareca pela primeira vez. Seja
X o nimero de lancamentos até que isso aconteca. Obtenha a distribuicdo de X. (Obser-
ve que, nesse problema, pelo menos teoricamente, X pode assumir um ndmero infinito de
valores.) Veja também o Problema 55.

4. Uma moeda perfeita é lancada quatro vezes. Seja Y o nimero de caras obtidas. Calcule
a distribuicdo de Y.

5. Repita o problema anterior, considerando agora que a moeda é viciada, sendo a proba-
bilidade de cara dada porp, 0<p<1,p # 1/2.

6. Generalize o Problema 5, para nlancamentos da moeda.

6.3 Valor Médio de uma Variavel Aleatéria

Vamos introduzir o conceito de valor médio por meio do seguinte exemplo.

Exemplo 6.5. Uma pergunta que logo ocorreria ao empresario do Exemplo 6.1 é qual o
lucro médio por conjunto montado que ele espera conseguir. Da Tabela 6.3, observamos
que 56% das montagens devem produzir um lucro de 15 reais, 23% um lucro de dez
reais, e assim por diante. Logo, o lucro esperado por montagem serd dado por

lucro médio = (0,56)(15) + (0,23)(10) + (0,02)(5) + (0,19)(-5) = 9,85.
Isto €, caso sejam verdadeiras as suposigdes feitas para determinar a distribuicdo
da v.a., 0 empresario espera ter um lucro de 9,85 reais por conjunto montado.

Definicdo. Dada a v.a. X discreta, assumindo os valores x,, ..., X , chamamos valor
médio ou esperanga matemaética de X ao valor

E(X)=i:lxiP(X=xi)=_nleipi. (6.1)

A expressdo (6.1) é semelhante aquela utilizada para a média, introduzida no Capi-
tulo 3, onde no lugar das probabilidades p, tinhamos as freqiiéncias relativas f. A
distincdo entre essas duas quantidades é que a primeira corresponde a valores de um
modelo teorico pressuposto, e a segunda, a valores observados da variavel. Como p, e
f. ttm a mesma interpretacdo, todas as medidas e graficos discutidos no Capitulo 2,
baseados na distribuicdo das f,, possuem um correspondente na distribuicdo de uma
v.a. Além do valor médio, ou simplesmente média, definido acima, podemos conside-
rar também outras medidas de posicdo e variabilidade, como a mediana e o desvio
padrdo. Veja a secdo 6.8 para a definicdo da mediana de uma v.a. discreta. Vamos
considerar agora a definicdo de variancia.
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Definicao. Chamamos de variancia da v.a. X o valor
Var(X) = > [x. - E(X)Pp.. (6.2)
i=1

O desvio padrdo de X, DP(X), é definido como a raiz quadrada positiva da variancia.

Exemplo 6.6. Deixamos a cargo do leitor verificar que, no caso do problema do em-
presario, teremos:

(i) Var(X) = 57,23;
(ii) DP(X) = 7,57;
(iii) gréafico de (x, p(x)): Figura 6.7.

Figura 6.7: Gréfico de p(x): distribuicdo da v.a. X = lucro
por montagem.

p(x) A

0,60 1
0,50 1
0,40 +
0,30 T
0,20 T

0,10 1

Observacao. Até agora, consideramos 0 caso em que a v.a. X pode assumir um name-
ro finito de valores. Mas uma v.a. discreta X pode assumir um numero infinito, porém
enumeravel, de valores, x,, ..., X, ..., com probabilidades p, ..., p,, ..., tal que
cada p, > 0 e a soma de todos os p, seja 1, ou seja, >.;—; p, = 1. Veja o Problema 3. Nesse
caso, a definicdo de esperanca deve ser modificada. A soma na expressdo (6.1) é uma
“soma infinita”, que temos de supor gue seja “convergente”.

7. Obtenha a média e a variéncia da v.a. X dos Problemas 1 e 2.

8. Obter a média e a varidncia da v.a. Y do Problema 4.
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6.4 Algumas Propriedades do Valor Médio

Retomemos o0 Exemplo 6.1 para ilustrar algumas propriedades da média de uma v.a.

Exemplo 6.7. Suponha que todos os precos determinados pelo empresario do Exem-
plo 6.1 estivessem errados. Na realidade, todos os valores deveriam ser duplicados,
isto &, custos e pregos de venda. Isso corresponde & transformagdo Z = 2X. As probabi-
lidades associadas a v.a. Z serdo as mesmas da v.a. X, pois cada valor de X ira
corresponder a um unico valor de Z. Na Tabela 6.9 temos a distribuicdo de Z.

O valor médio da v.a. Z é obtido por
E(Z) = 2z.p@z) = 2.(2x)p(x,) = 19,70.

Suponha, agora, que queiramos a distribuicdo da v.a. W = X2, Baseados na Tabela 6.3,
obtemos a Tabela 6.10.

Tabela 6.9: Distribuicdo da varidvel aleatéria Z = 2X.

X z=2x P@ =p() Z-p()
15 30 0,56 16,80
10 20 0,23 4,60
5 10 0,02 0,20
-5 -10 0,19 -1,90
Total - 1,00 19,70

Fonte: Tabela 6.3.

Tabela 6.10: Distribuicdo da varidvel aleatéria W = X2,

w p(w) w - p(w)
225 0,56 126,00
100 023 23,00

25 0,21 525
Total 1,00 154,25

Fonte: Tabela 6.3.

Observe que o evento {W = 25} ocorre quando {X = 5 ou X = -5}, portanto
P(W =25) = P(X =5) + P(X =-5) = 0,02 + 0,19 = 0,21. Segue-se que a média de W ¢
EW) = > w.p(w,) = (225)(0,56) + (100)(0,23) + (25)(0,21)
= (225)(0,56) + (100)(0,23) + {(25)(0,02) + (25)(0,19)}
= > x2p(x,) = 154,25,
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Quanto as esperancas de Z e W, transformadas de X, é facil ver que elas podem ser
escritas através da f.p. de X.

Definicao. Dada a v.a. discreta X e a respectiva funcdo de probabilidade p(x), a espe-
ranca matematica da funcdo h(X) é dada por

E[h(X)] = 2h(x)p(x). (6.3)
As seguintes propriedades podem ser facilmente demonstradas (veja o Problema 45):
(@) Se h(X) = aX + b, onde a e b sdo constantes, entio

E(aX + b) = aE(X) + b, (6.4)
Var(aX + b) = a?Var(X). (6.5)
(b) Var(X) = E(X3) = [(EQOF = 2x¢p(x) - [Xxp0) (6.6)

A formula (6.6) deve ser usada para facilitar o célculo da variancia.

Observacao. A propriedade (6.4) ndo vale, em geral, para fungbes nao-lineares.
Veja o Problema 58.

Exemplo 6.8. Usando os resultados dos exemplos 6.5 e 6.7, obtemos
Var(X) = 154,25 — (9,85)? = 57,23.

Observacao. Usaremos os simbolos abaixo para indicar a média e a variancia de uma v.a. X:

E(X) = u(X),
Var(X) = o%(X),

ou, simplesmente, u e o? respectivamente, se ndo houver possibilidade de confusao.

6.5 Funcdo de Distribuicao Acumulada

No Capitulo 2 demos a definicdo de fungdo de distribui¢do acumulada ou empirica
para um conjunto de n observagfes. O equivalente tedrico para varidveis aleatorias
é definido a seguir.

Definicao. Dada a variavel aleatoria X, chamaremos de fungdo de distribuicdo acumu-
lada (f.d.a.), ou simplesmente funcdo de distribuicdo (f.d.) F(x) a funcéo
F(x) = P(X = x). (6.7)

Observe que o dominio de F é todo o conjunto dos nimeros reais, a0 passo que 0
contradominio é o intervalo [0,1].

Exemplo 6.9. Voltando ao problema do empresario e usando a f.p. de X definida na
Tabela 6.3, a f.d.a. de X sera dada por
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0, se x<-5

0,19, se-5=<x<5
F(x) =40,21, se5=x<10

0,44, se10 =x<15

1, se x = 15,

cujo gréfico estd na Figura 6.8.

Figura 6.8: f.d.a. para a v.a. X = lucro

por montagem.
Fx) A
1,0 T_
08 !
0,6 i
04 _—
-5 5 10 15 x

Observe que P(X = x,) é igual ao salto que a funcdo F(x) da no ponto x; por
exemplo, P(X = 10) = 0,23 = F(10) — F(10-). De modo geral, P(X = x)) = F(x,) — F(x,-),
onde lembramos que F(a-) = lim__ F(x). Observe, também, que o conhecimento de

F(x) é equivalente ao conhecimento da f.p. de X.
____Problemas |
9. No Problema 1, obtenha as distribuicées das v.a. 3X e X?2.

10. Considere o lancamento de trés moedas. Se ocorre o evento CCC, dizemos que temos
uma seqiéncia, ao passo que se ocorre o evento CRC temos trés seqiéncias. Defina a v.a.
X = numero de caras obtidas e Y = ndmero de seqiéncias, isso para cada resultado
possivel. Assim, X (CRR) =1 e Y (CRR) = 2. Obtenha as distribuicdes de X e Y. Calcule
E(X), E(Y), Var(X) e Var(Y).

11. Suponha que a v.a. V tem a distribuicdo seguinte:

% 0 1
pv) q T-¢g

Obtenha E(V) e Var(V).

12. Seja X com distribuicdo dada abaixo; calcule E(X). Considere a v.a. (X —a)? e calcule
E(X-a)? paraa=0, 1/4, 1/2, 3/4, 1. Obtenha o grdfico de E(X - a)? = g(a).
Para qual valor de a, g(a) é minimo?

X 0 1 2
p(x) 1/2 1/4 1/4
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13. Um vendedor de equipamento pesado pode visitar, num dia, um ou dois clientes, com
probabilidade de 1/3 ou 2/3, respectivamente. De cada contato, pode resultar a venda de
um equipamento por $50.000,00 (com probabilidade 1/10) ou nenhuma venda (com pro-
babilidade 9/10). Indicando por Y o valor total de vendas didrias desse vendedor, escreva a
funcéo de probabilidade de Y e calcule o valor total esperado de vendas didrias.

14. Calcule a variéncia da v.a. Y definida no Problema 13.
15. Obter a f.d.a. para a v.a. V do Problema 11. Faca seu gréfico.
16. Calcule af.d.a. dav.a. Y do Problema 10 e faca seu gréfico.

17. O tempo T, em minutos, necessdrio para um operdrio processar certa peca € uma v.a.
com a seguinte distribuicéo de probabilidade.

t 2 3 4 5 6 7
p@® | 01 01 03 02 02 0,1

(a) Calcule o tempo médio de processamento.
Para cada peca processada, o operdrio ganha um fixo de $2,00, mas, se ele processa
a peca em menos de seis minutos, ganha $0,50 em cada minuto poupado. Por exem-
plo, se ele processa a peca em quatro minutos, recebe a quantia adicional de $1,00.
(b) Encontre a distribuicdo, a média e a varidncia da v.a. G: quantia em $ ganha por peca.

18. Sabe-se que a v.a. X assume os valores 1, 2 e 3 e que sua f.d.a. F(x) é tal que
F(1)-F(1-)=1/3,
F(2) - F(2-) = 1/6,
F(3)-F(3-)=1/2.
Obtenha a distribuicdo de X, a f.d.a. F(x) e os gréficos respectivos.

19. Obtenha a fd.a. F(t) da v.a. T do Problema 17.

6.6 Alguns Modelos Probabilisticos para Varidveis Aleatérias
Discretas

Algumas variaveis aleatorias adaptam-se muito bem a uma série de problemas
praticos. Portanto, um estudo pormenorizado dessas varidveis é de grande importan-
cia para a constru¢do de modelos probabilisticos para situagdes reais e a consequente
estimacdo de seus pardmetros. Para algumas dessas distribuicfes existem tabelas que
facilitam o célculo de probabilidades, em fungdo de seus pardmetros. Nesta secao
iremos estudar alguns desses modelos, procurando enfatizar as condi¢cbes em que eles
aparecem, suas funcGes de probabilidade, pardametros e como calcular probabilidades.

6.6.1 Distribuicao Uniforme Discreta

Este é o caso mais simples de v.a. discreta, em que cada valor possivel ocorre com
a mesma probabilidade.
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Definicdo. A v.a. discreta X, assumindo os valores x,, ..., X, tem distribuicdo uniforme
se, e somente se,

1

P(X=x)=p(x)=p=. (6.8)

paratodoi=1, 2, ..., k.

E facil verificar que

k
EX)= 1> x, (6.9)
k iz !
2
Var(X) = lk {Z X2 - (kai> } (6.10)
e que a funcdo de distribuicdo acumulada é dada por
Fo= > L=Nn& (6.11)
=% k k

onde n(x) € o nimero de x, < x (veja a Figura 6.9).

Figura 6.9: Distribuicdio uniforme discreta.

px) 4 F(x) A

10+ —

I 1

e e T

1k + @ o o ° 1/k + 9—c:> i E
— — b | L

X, X, X, X, X, X X X,

(a) Fungdio de probabilidade (b) Funcéio de distribuicdo

Exemplo 6.10. Seja X a v.a. que indica 0 “ndmero de pontos marcados na face superior
de um dado”, quando ele é lancado. Obtemos na Tabela 6.11 a distribuicdo de X.
Temos, também,

EX)=1/6{1+2+3+4+5+6}=21/6=35,
Var(X) = 1/6 {(1 + 4 + ... + 36) — (21)%/6} = 35/12 = 2,9.

Tabela 6.11: Nomero de pontos no langamento de um dado.

X 1 2 3 4 5 6 Total
p(x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1,0
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6.6.2 Distribuicao de Bernoulli

Muitos experimentos séo tais que os resultados apresentam ou ndo uma determina-
da caracteristica. Por exemplo:

(1) uma moeda € lancada: o resultado ou € cara, ou ndo (ocorrendo, entdo, coroa);

(2) um dado é langado: ou ocorre face 5 ou ndo (ocorrendo, entdo, uma das faces
1, 2, 3,4 ou 6);

(3) uma peca é escolhida ao acaso de um lote contendo 500 pecas: essa peca €
defeituosa ou nao;

(4) uma pessoa escolhida ao acaso dentre 1.000 é ou ndo do sexo masculino;
(5) uma pessoa é escolhida ao acaso entre os moradores de uma cidade e verifica-
se se ela é favoravel ou ndo a um projeto municipal.

Em todos esses casos, estamos interessados na ocorréncia de sucesso (cara, face 5
etc.) ou fracasso (coroa, face diferente de 5 etc.). Essa terminologia (sucesso e fracas-
s0) serad usada freqlientemente.

Para cada experimento acima, podemos definir uma v.a. X, que assume apenas
dois valores: 1, se ocorrer sucesso, e 0, se ocorrer fracasso. Indicaremos por p a proba-
bilidade de sucesso, isto é, P(sucesso) = P(S) =p,0<p < 1.

Definicao. A variavel aleatéria X, que assume apenas os valores 0 e 1, com func¢do de
probabilidade (x, p(x)) tal que
p(0) =P(X=0)=1-p,
p(1) =P(X=1)=p,
é chamada variavel aleatoria de Bernoulli.
Entdo, segue-se facilmente que
E(X) = p; (6.12)
Var(X) = p - p? = p(1 - p), (6.13)

0, sex<0
F(x) =q1-p,se0=x<1
1, se x = 1.

Na Figura 6.10 temos representadas as f.p. e f.d.a. de X.
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Figura 6.10: Distribuicdio de Bernoulli (a) f.p. (b) f.d.a.

p(x) A F(x)
1 -—
p+ °
1-p e 1-p
0 1 X ol X

(a) (b)

Exemplo 6.11. Vamos supor o caso do experimento (2). Supondo o dado perfeito,
teremos P(X = 0) = 5/6, P(X = 1) = 1/6,

E(X) = 1/6, Var(X) = (1/6) (5/6) = 5/36.

Observacao. Experimentos que resultam numa v.a. de Bernoulli sdo chamados ensaios
de Bernoulli. Usaremos a notacéo

X ~ Ber(p)
para indicar uma v.a. com distribuigdo de Bernoulli com parametro p.

6.6.3 Distribuicdo Binomial

Imagine, agora, que repetimos um ensaio de Bernoulli n vezes, ou, de maneira
alternativa, obtemos uma amostra de tamanho n de uma distribuicdo de Bernoulli.
Suponha ainda que as repetices sejam independentes, isto €, o resultado de um en-
saio ndo tem influéncia nenhuma no resultado de qualquer outro ensaio. Uma amostra
particular serd constituida de uma seqliéncia de sucessos e fracassos, ou, alternativa-
mente, de uns e zeros. Por exemplo, repetindo um ensaio de Bernoulli cinco vezes
(n = 5), um particular resultado pode ser FSSFS ou a quintupla ordenada (0, 1, 1, 0, 1).
Usando a notacdo da se¢do 6.6.2, com P(S) = p, a probabilidade de tal amostra sera

(L =-ppp(L - p)p = p*(1 - p)*
O numero de sucessos nessa amostra é igual a 3, sendo 2 o nimero de fracassos.
Considere agora as seguintes situacdes, obtidas de (1) a (5) da secéo anterior:

(17) uma moeda é langada trés vezes; qual é a probabilidade de se obter duas caras?

(2’) um dado é langado cinco vezes; qual é a probabilidade de se obter face 5 no
maximo trés vezes?
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(3’) dez pegas sdo extraidas, ao acaso, com reposi¢do, de um lote contendo 500
pecas; qual é a probabilidade de que todas sejam defeituosas, sabendo-se que
10% das pecas do lote sdo defeituosas?

(4”) cinco pessoas sdo escolhidas ao acaso entre 1.000; qual é a probabilidade de
que duas sejam do sexo masculino?

(57) sabe-se que 90% das pessoas de uma cidade sdo favoraveis a um projeto mu-
nicipal. Escolhendo-se 100 pessoas ao acaso entre os moradores, qual € a
probabilidade de que pelo menos 80 sejam favoraveis ao projeto?

Observe que, nos casos (4’) e (57), o fato de estarmos extraindo individuos de um
conjunto muito grande implica que podemos supor que as extracdes sejam praticamen-
te independentes.

Exemplo 6.12. Consideremos a situacdo (1’), supondo que a moeda seja “honesta”,
isto €, P(sucesso) = P(cara) = 1/2. Indiquemos o sucesso (cara) por S e fracasso (co-
roa), por F. Entdo, estamos interessados na probabilidade do evento

A = {SSF, SFS, FSS},
ou, em termos da notacdo anterior, na probabilidade de
A={(1,1,0), (10 1), 0 1, 1)}
E claro que P(A) = P(SSF) + P(SFS) + P(FSS) e, devido & independéncia dos ensaios,

P(SSF) = = x 2 x = = P(SFS) = P(FSS),

e, portanto,
_3
P(R) = 5

Se a probabilidade de sucesso for p, 0 <p<1,e P(F) =1-p=q, entdo
P(SSF) =p x p x q = p* x q = P(SFS) = P(FSS),
de modo que
P(A) = 3p%«.

Uma caracteristica interessante dos experimentos considerados é que estamos in-
teressados apenas no numero total de sucessos e ndo na ordem em que eles ocorrem.
Podemos construir a Tabela 6.12 para n = 3 lancamentos da moeda, com P(S) = p,
P(F) =1 - p =q, a partir da Figura 6.11.
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Figura 6.11: Probabilidades binomiais para n=3 e P(S) = p.

Tabela 6.12: Probabilidades binomiais para n =3 e P(S) = p.

NdUmero de SUCESSOs

Probabilidades

p= 1/2

0

1
2
3

q3
3po?
3p7q

p3

1/8
3/8
3/8

1/8

Fonte: Figura 6.11.

Vamos designar por X o numero total de sucessos em n ensaios de Bernoulli, com
probabilidade de sucesso p, 0 < p < 1. Os possiveis valores de X sdao 0, 1, 2, ..., n € 0S
pares (X, p(x)), onde p(x) = P(X = x), constituem a chamada distribuicdo binomial.

Para o exemplo (1’) acima, n = 3 e p = 1/2, obtemos a distribuicdo dada pela
primeira e terceira colunas da Tabela 6.12 e o grafico da Figura 6.12.

Figura 6.12: Grdfico da f.p. p(x) paran=3ep=1/2.

p(x) A

3/8+
2/81

1/8e
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Obtenhamos, agora, P(X = k), ou seja, numa seqliéncia de n ensaios de Bernoulli,
a probabilidade de obter k sucessos (e portanto n — k fracassos), k = 0,1,2, ..., n, com
P(S) = p, P(F) =1 - p = g. Uma particular seqiiéncia é

SSS ... SFF ... F,
onde temos k sucessos seguidos por n — k fracassos. A probabilidade de tal seqiéncia é
P - p)~* = pfgn-¥, (6.14)

devido a independéncia dos ensaios. Mas qualquer seqiéncia com k sucessos e
n — k fracassos terda a mesma probabilidade (6.14). Portanto resta saber quantas se-
qliéncias com a propriedade especificada podemos formar. E facil ver que existem

(k)= 7o

tais seqiiéncias, de modo que
P(sz)z(?()pkq"-k, k=01, .. n (6.15)

As probabilidades (6.15) também serdo indicadas por b(k; n, p) e, quando a v.a. X
tiver distribuicdo binomial com parametros n e p, escreveremos

X ~ b(n, p).

Exemplo 6.13. Vamos considerar a situacdo (3') acima. Temos n = 10 ensaios de Bernoulli,
cada um com P(S) = P(peca defeituosa) = p = 0,1. Se X indicar o numero de pecas
defeituosas na amostra, queremos calcular P(X = 10) = b(10; 10, 1/10). Por (6.15),
obtemos

P(X =10) = (ig) (1/10)%°(9/10)° = (1/10)* = 1/10%.
A média e a variancia de uma v.a. binomial, com parametros n e p sdo dadas,

respectivamente, por
E(X) = np, (6.16)
Var(X) = npq. (6.17)
Veja o Problema 41 e as secbes 8.3 e 8.4.
Para 0 Exemplo 6.13 temos

1

E(X) =10 x 1—0=1,
_ 1 9 _ 9
Var(X) =10 x 0 16 - 10

As probabilidades binomiais b(k; n, p) sdo facilmente calculadas em programas
estatisticos, como o Minitab e o SPlus, ou planilhas, como o Excel, ou entdo sdo dadas
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por tabelas especialmente construidas, para diferentes valores de n e p. A Tabela |
fornece essas probabilidades para valores de n = 2, 3, ..., 19 e alguns valores de p.

Exemplo 6.14. Usando (6.15) e a Tabela I, ou com a ajuda de um computador, obtemos
b(17; 20; 0,9) = (f‘;>(o,9)ﬂ (0,1) = 0,19.

No Capitulo 7 e secdo 6.6.5 abaixo veremos duas maneiras de calcular valores
aproximados para as probabilidades binomiais para n grande.

Para finalizar, vamos formalizar os principais pontos apresentados nesta secao.

Definicdo. Chama-se de experimento binomial ao experimento

(a) que consiste em n ensaios de Bernoulli;

(b) cujos ensaios sdo independentes; e

(c) para o qual a probabilidade de sucesso em cada ensaio é sempre igual a p, 0 <p < 1.

Definicao. A variavel aleatoria X, correspondente ao nimero de sucessos num experi-
mento binomial, tem distribuicdo binomial b(n, p), com funcdo de probabilidade

b(k; n, p) = P(X = k|n, p) = (If(‘) p‘g"-* k=0, 1, .., n (6.18)

Na secdo 6.9 veremos como podemos obter os valores b(k; n, p), para n e p dados,
usando um pacote estatistico.

6.6.4 Distribuicao Hipergeométrica

Essa distribuicdo é adequada quando consideramos extragdes casuais feitas sem reposi-
cao de uma populagdo dividida segundo dois atributos. Para ilustrar, considere uma populacdo
de N objetos, r dos quais tém o atributo A e N — r tém o atributo B. Um grupo de n
elementos é escolhido ao acaso, sem reposi¢cdo. Estamos interessados em calcular a proba-
bilidade de que esse grupo contenha k elementos com o atributo A. Pode-se ver facilmente,
utilizando o principio multiplicativo, que essa probabilidade é dada por

_ W (6.19)

O
n
onde max(0, n — N + r) < k < min(r, n).
Os pares (k, p,) constituem a distribuicdo hipergeométrica de probabilidades. Se defi-

nirmos a v.a. X como sendo o nimero de elementos na amostra que tém o atributo A, entdo
P(X=k) =p,.

Exemplo 6.15. Em problemas de controle de qualidade, lotes com N itens sdo examinados.
O numero de itens com defeito (atributo A), r, é desconhecido. Colhemos uma amostra de n
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itens e determinamos k. Somente para ilustrar, suponha que num lote de N = 100 pecas,
r = 10 sejam defeituosas. Escolhendo n = 5 pegas sem reposicéo, a probabilidade de ndo se

obter pecas defeituosas é
— (0)(5>_ <5> -
= 0,584,

) [

enquanto a probabilidade de se obter pelo menos uma defeituosa é

p,+p,+..+p,=1-p, =0,426.
Pode-se demonstrar que a v.a. X definida acima tem esperanca e variancia dadas por
E(X) = np, (6.20)

Var(X) = np(1 - p)

N-n
N_1' (6.21)
respectivamente, onde p = r/N é a probabilidade de se obter uma peca defeituosa numa
Unica extracdo. Se N for grande, quando comparado com n, entdo extracdes com ou sem
reposicdo serdo praticamente equivalentes, de modo que as probabilidades dadas por (6.19)
serdo aproximadamente iguais as dadas pela formula (6.15), isto €, p, = b(k; n, p). Do
mesmo modo, os resultados (6.20) e (6.21) serdo aproximadamente iguais aos valores cor-
respondentes da distribuicdo binomial (note que N — n = N — 1, se n << N). Denotaremos
uma v.a. com distribuicdo hipergeométrica por

X ~ hip(N, r, n).

6.6.5 Distribuicdo de Poisson

A Tabela | fornece os valores de b(k; n, p) para n = 2, ..., 19. Para n grande e p
pegueno, podemos aproximar essas probabilidades por

e”?(#)k k=0,1, .. n (6.22)

As probabilidades (6.22), calculadas agora para todos os valores inteiros ndo ne-
gativos k = 0, 1, 2, ..., constituem a chamada distribuicdo de Poisson, tabelada na
Tabela Il, para alguns valores de A = np. A aproximagao

b(k; n, p) :%(np)k (6.23)

é boa se n for grande e p pequeno e de tal sorte que np < 7. Ver o Problema 43 para
uma sugestdo de como provar (6.23).

As probabilidades dadas por (6.23) podem, também, ser obtidas em aplicativos
estatisticos ou planilhas, assim como a binomial.
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Exemplo 6.16. Consideremos aproximar b(2; 1.000, 0,0001), usando (6.23). Temos
que np = 0,1, logo

b(2; 1.000, 0,0001) = %'01)2 = 0,0045.

Observemos que as probabilidades (6.23) estdo definidas para qualquer inteiro ndo
negativo k. Contudo, observando a Tabela Il, vemos que essas probabilidades decaem a
medida que k cresce e, normalmente, sdo despreziveis para k maior do que 5 ou 6.

A distribuicdo de Poisson é largamente empregada quando se deseja contar o nimero
de eventos de certo tipo que ocorrem num intervalo de tempo, ou superficie ou volume.
Séo exemplos:

(a) nimero de chamadas recebidas por um telefone durante cinco minutos;

(b) nimero de falhas de um computador num dia de operacgdo; e

(c) nimero de relatérios de acidentes enviados a uma companhia de seguros numa
semana.

De modo geral, dizemos que a v.a. N tem uma distribuicdo de Poisson com parametro
A>0se

-2 )k
P(N=K) = ekﬁ L k=0,1,2, .. (6.24)
E facil verificar que E(N) = Var(N) = A4 (veja o Problema 46); logo, A representa o
numero medio de eventos ocorrendo no intervalo considerado.
Uma suposi¢éo que se faz usualmente em relacéo a distribuicdo de Poisson é que a
probabilidade de se obter mais de um evento num intervalo muito pequeno é desprezivel.

Exemplo 6.17. Uma situagdo prética de interesse na qual a distribui¢do de Poisson é
empregada diz respeito a desintegracdo de substancias radioativas. Considere o uré-
nio 238 (U#%¥?), por exemplo. Cada ndcleo de U%® tem uma probabilidade muito
pequena, 4,9 x 108 de se desintegrar, emitindo uma particula o, em um segundo.
Considere, agora, um numero grande n de nucleos e a v.a. N = numero de nucleos
que se desintegram. Admitindo-se que a desintegracdo de um nucleo ndo afeta a
probabilidade de desintegracdo de qualquer outro nicleo (independéncia), a v.a. N
tem uma distribuicdo binomial, com pardmetros n e p, este dado pelo valor acima.
Logo, estamos numa situacdo em que podemos usar (6.23), ou seja, aproximar pro-
babilidades binomiais por probabilidades de Poisson.

Em 0,30 mg de U?® temos aproximadamente n = 7,6 x 10 atomos (Helene e
Vanin, 1981), logo A =np = 3,7 e

P(N:k)z%,k:o,l,._
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Por exemplo, P(N = 0) = 0,025 e P(N = 2) = 0,169. Pode-se ver que P(N = 19) ¢
muito pequena, menor do que 107

Seria interessante avaliar se a distribuicdo de Poisson realmente é um modelo razoével
para essa situacdo. Um experimento devido a Rutherford e Geiger (veja Feller, 1964, pag. 149, para
a referéncia completa sobre esse experimento) de fato comprova essa adequacdo. Eles
observaram 0s numeros de particulas oo emitidas por uma substancia radioativa em
n = 2.608 intervalos de 7,5 segundos. A Tabela 6.13 apresenta os nimeros n, de intervalos
de 7,5 segundos contendo k particulas. Uma estimativa de A = nimero médio de particulas
emitidas durante um intervalo de 7,5 segundos é dada por

= 2kn, _ 10094

m 2608 - o0
As probabilidades de Poisson sdo dadas por
_ 3,873 _

p, = T,k—O, 1,2, ..

Segue-se que np, € o nimero esperado de intervalos contendo k particulas, e esses
valores também estdo apresentados na Tabela 6.13. Vemos que ha uma boa coincidén-
cia entre os valores das duas colunas. Um teste formal pode ser feito para verificar a
adequacdo da distribuicdo de Poisson. Veja o Capitulo 14, Exemplo 14.5.

Tabela 6.13: Freqiiéncias observadas e esperadas
para o Exemplo 6.17.

K n, np,
0 57 54,399
1 203 210,523
2 383 407,361
3 525 525,496
4 532 508,418
5 408 393,515
6 273 253,817
7 139 140,325
8 45 67,882
9 27 29,189
=10 16 17,075
2.608 2.608,000

Se considerarmos ocorréncias de eventos em intervalos de tempo de comprimento t, no
lugar de intervalo unitéario de tempo, basta ajustar o parametro A na férmula (6.24). Vejamos
um exemplo.

Exemplo 6.18. Um telefone recebe, em média, cinco chamadas por minuto. Supondo que
a distribuico de Poisson seja adequada nessa situacdo, obter a probabilidade de que o
telefone nédo receba chamadas durante um intervalo de um minuto.
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Segue-se que A =5¢e
P(N = 0) = % = 5 = 0,0067.
Por outro lado, se quisermos a probabilidade de obter no maximo duas chamadas
em quatro minutos, teremos A = 20 chamadas em quatro minutos, logo
PN=<2)=P(N=0)+P(N=1)+P(N=2) =e?® (1 + 20 + 200) = 221e ™%,

gue é um numero muito préximo de zero.

Esse exemplo nos mostra que a probabilidade de k ocorréncias num intervalo fixo
de comprimento t pode ser escrita como

P(N =k = eik(lfl—tlk, k=012 .., (6.25)

onde A representa o numero médio de ocorréncias naquele intervalo. Denotaremos
uma v.a. N com distribuicdo de Poisson de pardmetro A por

N ~ Pois(A).

Apresentamos, na Tabela 6.14, um resumo das distribui¢bes discretas estudadas
neste capitulo. Para cada uma temos a formula que da a probabilidade de assumir cada
valor, os possiveis valores, os parametros que caracterizam cada distribuicdo, a média
e a variancia. Incluimos, também, a distribuicdo geométrica, tratada no Problema 55.

Tabela 6.14: Modelos para varidveis discretas.

Modelo P(X=x) Pardmetros E(X), Var(X)
Bernoulli pX(L-p)*x=0,1 p p, p(1-p)
Binomial (2>px(1 -p)" % x=0,..,n n,p np, np(1 -p)
-A 3 x
Poisson e X x=0.1,.. i Iy
1 (1-
Geométrica pl-py-tx=12,.. p F %
o)
. - X J\n—x nr r r\(N-n)
@ LU ST
Hipergeométrica (N) ,asx=h®. N, r,n N ,n(N )(1 N) (N=1)
n

®a=max(0,n — N +r),b=min(r, n).

__Problemas |

20. Para os exercicios (a) a (e) abaixo, considere o enunciado:

Das varidveis abaixo descritas, assinale quais sdo binomiais, e para essas dé os respecti-
vos campos de definicéo e funcdo de probabilidade. Quando julgar que a variével ndo é
binomial, aponte as razées de sua concluséo.
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21

22.

23.

24.

25.

(a) De uma urna com dez bolas brancas e 20 pretas, vamos extrair, com reposicéo, cinco
bolas. X é o nimero de bolas brancas nas cinco extracoes.

(b) Refaca o problema anterior, mas dessa vez as n extracdes sGo sem reposicdo.

(c) Temos cinco urnas com bolas pretas e brancas e vamos extrair uma bola de cada
urna. Suponha que X seja o nimero de bolas brancas obtidas no final.

(d) Vamos realizar uma pesquisa em dez cidades brasileiras, escolhendo ao acaso um habi-
tante de cada uma delas e classificando-o em pré ou contra um certo projeto federal.
Suponha que X seja o nimero de individuos contra o projeto no final da pesquisa.

(e) Em uma indUstria existem 100 méquinas que fabricam determinada peca. Cada peca
é classificada como boa ou defeituosa. Escolhemos ao acaso um instante de tempo e
verificamos uma peca de cada uma das mdquinas. Suponha que X seja o nimero de
pecas defeituosas.

. Se X ~ b(n, p), sabendo-se que E(X) =12 e 62=3, determinar:

(@) n (e) E(Z)e Var(Z), onde Z= (X-12)/V3
(b) p (f) P(Y = 14/16), onde Y = X/n
(c) P(X<12) (g) P(Y = 12/16), onde Y = X/n

(d) P(X=14)

Numa central telefénica, o nimero de chamadas chega segundo uma distribuicéo de
Poisson, com a média de oito chamadas por minuto. Determinar qual a probabilidade
de que num minuto se tenha:

(a) dez ou mais chamadas;
(b) menos que nove chamadas;
(c) entre sete (inclusive) e nove (exclusive) chamadas.

Num certo tipo de fabricacdo de fita magnética, ocorrem cortes a uma taxa de um por
2.000 pés. Qual a probabilidade de que um rolo com 2.000 pés de fita magnética tenha:
(a) nenhum corte?

(b) no méximo dois cortes?

(c) pelo menos dois cortes?

Suponha que a probabilidade de que um item produzido por uma mdquina seja defeituoso
¢ de 0,2. Se dez itens produzidos por essa mdquina séo selecionados ao acaso, qual é
a probabilidade de que ndo mais do que um defeituoso seja encontrado? Use a binomial e a
distribuicdo de Poisson e compare os resultados.

Examinaram-se 2.000 ninhadas de cinco porcos cada uma, segundo o nimero de ma-
chos. Os dados estédo representados na tabela abaixo.

Ne de Machos Ne de Ninhadas
0 20
1 340
2 700
3 680
4 200
5 40
Total 2.000
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(a) Calcule a proporcao média de machos.
(b) Calcule, para cada valor de X, o nimero de ninhadas que vocé deve esperar se
X ~ b(5, p), onde p é a propor¢do média de machos calculada em (a).

26. Se X tem distribuicdo binomial com parémetros n =5 e p = 1/2, faca os gréficos da
distribuicdo de X e da f.d.a. F(x).

27. Considere, agora, n =5 e p = 1/4. Obtenha o gréfico da distribuicdo de X. Qual a
diferenca entre esse grdfico e o correspondente do Problema 262 O que ocasionou
a diferenca?

28. Refaca o Problema 26, comn=6¢ p=1/2.
6.7 O Processo de Poisson

No Exemplo 6.17 acima vimos uma aplicacdo importante da distribuicdo de Poisson ao
problema da desintegracdo radioativa. L4 tratamos da emissdo de particulas alfa em intervalos

de 7,5 segundos. Ou seja, estamos contando o ndmero de ocorréncias de um evento ao

longo do tempo. Na realidade, consideramos o que se chama um processo estocastico.
Designando-se por N, 0 nimero de particulas emitidas no intervalo [0, t), obteremos o que se
chama de processo de Poisson, para todo t = 0. Nesta secao iremos partir de algumas suposi-
¢Oes que consideramos plausiveis sobre tal processo e mostrar que a distribuicdo da variavel
aleatoria N, para cada t = 0, € dada pela formula (6.25).

As suposicdes que iremos admitir como validas sdo as seguintes.

(S1) N, = 0, ou seja, o0 processo comega no instante zero com probabilidade um:
P(N,=0) =1

(S2) Os numeros de eventos em intervalos de tempo disjuntos sdo v.a. independen-
tes. Considere 0 <t <t +s, N, como antes e N, — N, 0 nimero de eventos no
intervalo [t, t + s). Entdo, estamos supondo que as v.a. N, e N, . — N, sdo inde-
pendentes. Dizemos que 0 processo tem incrementos independentes.

(S3) Considere os intervalos [0, t) e [s, s + t), de mesmo comprimento t e as v.a. N,
como antes e M, = nimero de eventos no intervalo [s, s + t). Entdo, para todo
s >0, as va. N e M, ttm a mesma distribuicdo de probabilidades. Ou seja, a
distribuicdo do nimero de eventos ocorridos num intervalo depende somente
do comprimento do intervalo, e ndo de sua localizagdo. Dizemos que 0 pro-
cesso tem incrementos estacionarios.

(S4) Para h suficientemente pequeno, P(N, = 1) =~ Ah, com A > 0, constante. Ou
seja, num intervalo pequeno, a probabilidade de ocorréncia de um evento é
proporcional ao comprimento do intervalo.

(S5) Para h como em (S4), P(N, = 2) =~ 0. Isso nos diz que a probabilidade de se ter
dois ou mais eventos num intervalo suficientemente pequeno é desprezivel.

Considere o intervalo [0, t) e o divida em subintervalos de comprimento t/n, como
na Figura 6.13.
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Figura 6.13: Divisdio de intervalo [0, t) em subintervalos de comprimentos t/n.

2t -t ¢
n n

Chamemos de Y a v.a. que d& os numeros de subintervalos com um evento. Entdo, Y é
uma v.a. com distribuicdo binomial, de pardmetros n (ndmero total de subintervalos) e p =
P (um evento) = A(t/n). Para n grande, usando a aproximacao da secdo anterior, temos que
essa variavel pode ser aproximada por uma v.a. com distribuicdo de Poisson com pardmetro
np = nA(t/n) = At. Note que aqui usamos as suposi¢des S2 (cada subintervalo contém um
evento, independentemente dos demais intervalos) e S3 (com a mesma probabilidade).

Pela suposicdo S5, a probabilidade de que cada subintervalo contenha dois ou
mais eventos tende a zero, quando n cresce. Logo, N, € uma v.a. com distribuicéo de
Poisson, com parametro At.

Uma prova um pouco mais rigorosa, usando derivadas, pode ser dada. Veja Meyer (1965).

6.8 Quantis

No Capitulo 3 estudamos os quantis associados a um conjunto de dados. Esses pode-
riam ser chamados de quantis empiricos, pois podemos agora considerar quantis associa-
dos & distribuicdo de uma v.a. discreta, 0s quais poderiamos denominar quantis tedricos.

Definicao. O valor Q(p) satisfazendo

PX=<Q(p)) =peP(X=0Q(p) =1-p, (6.26)
para 0 < p < 1, é chamado o p-quantil de X.

A interpretacdo do p-quantil é similar a que foi dada no caso de um conjunto de
dados: Q(p) € o valor tal que a soma das probabilidades dos valores menores do que
ele, é p. Entdo, por que nédo defini-lo por F(Q(p)) = P(X < Q(p)) = p, onde F(x) é a
f.d.a. de X? A resposta sera dada acompanhando os exemplos a seguir.

Para determinados valores de p teremos, como antes, denominacdes especiais.
Por exemplo:

Q, = Q(0,25): primeiro quartil
Q,=Q(0,5): mediana ou segundo quartil
Q,= Q(0,75): terceiro quartil.
Vejamos o caso da mediana, Q(0,5) = Md. Por (6.26) devemos ter
P(X<Md)=05¢eP(X=Md)=05 (6.27)

Suponha a v.a. X com a distribuicéo:
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X 0 1
px) | 1/3 | 2/3

Entdo Md =1, poisP(X<1)=1/3+2/3=1>12eP(X=1)=P(X=1) =2/3>1/2.
Na Figura 6.14 temos a f.d.a. de X. Sabemos que

0, x<0
Fx)=41/3, 0 =x<1
1, x=1,

de modo que ndo existe algum valor x tal que F(x) = 0,5, o que ilustra por que ndo
podemos definir a mediana por meio de F(Md) = 0,5.

Figura 6.14: f.d.a. dav.a. X

F(x)
fdococac -—
2/3+
/34—
0 1 X

Por outro lado, considere a v.a. Y com a distribuicdo da tabela abaixo:

% -1 0 1
ply) | 174 | 1/4 | 1/2

Entdo, qualquer valor Md entre 0 e 1 é uma mediana, pois

P(Y<Md)=P(Y=-1)+P(Y=0)=1/2=1/2 e
P(Y=Md)=P(Y=1)=1/2 = 1/2

A f.d.a. de Y esta na Figura 6.15. Observe que 0 e 1 também sdo medianas. Observe,
também, que Q(0,75) = 1, pois
PX=<1)=1=p=0,75,
PX=1)=05=1-p=0,25.

Novamente, ndo ha nenhum valor de y tal que F(y) = 0,75. Mostre que Q(0,90)
também é igual a 1.
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Figura 6.15: f.d.a. dav.a. Y

F(y) 4

6.9 Exemplos Computacionais

Usando programas e planilhas computacionais é possivel gerar probabilidades e
probabilidades acumuladas para os modelos mais importantes discutidos neste capitu-
lo. Por exemplo, o Minitab usa os comandos PDF para gerar probabilidades e CDF
para gerar probabilidades acumuladas (f.d.a.).

Exemplo 6.19. Temos, no Quadro 6.1, as probabilidades P(X = x) e P(X < x) para uma
va. X ~ b(14; 0,3), ou seja, n = 14 e p = P(sucesso) = 0,3.

Quadro 6.1 Probabilidades binomiais geradas pelo Minitab.

MTB > PDF; MTB > CDF;
SUBC> Binomial 14 0.3. SUBC> Binomial 14 0.3.
Probability Density Function Cumulative Distribution Function
Binomial withn = 14 and p = 0.300000 Binomial withn = 14 and p = 0.300000
x PX=x) x PX=x) x PX<=x) X PX<=x)
0 0.0068 7 0.0618 0 0.0068 6 0.9067
1 0.0407 8 0.0232 1 0.0475 7 0.9685
2 0.1134 9 0.0066 2 0.1608 8 0.9917
3 0.1943 10 0.0014 3 0.3552 9 0.9983
4 0.2290 11 0.0002 4 0.56842 10 0.9998
5 0.1963 12 0.0000 5 0.7805 11 1.0000
6 0.1262

Ainda, usando o Minitab, temos no Quadro 6.2 as probabilidades e probabilidades
acumuladas para uma v.a. com distribuicdo de Poisson com pardmetro A = 5,2.
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Quadro 6.2 Probabilidades de Poisson geradas pelo Minitab.

MTB > PDF; MTB > CDF;

SUBC> Poisson 5.2. SUBC> Poisson 5.2.

Probability Density Function Cumulative Distribution Function

Poisson with mu = 5.20000 Poisson with mu = 5.20000
x PX=x) x PX=x) x PX<=x) X PX<=x)
0 0.0055 9 0.0423 0 0.0055 9 0.9603
1 0.0287 10 0.0220 1 0.0342 10 0.9823
2 0.0746 11 0.0104 2 0.1088 11 0.9927
3 0.1293 12 0.0045 3 0.2381 12 0.9972
4 0.1681 13 0.0018 4 0.4061 13 0.9990
5 0.1748 14 0.0007 5 0.5809 14 0.9997
6 0.1515 15 0.0002 6 0.7324 15 0.9999
7 0.1125 16 0.0001 7 0.8449 16 1.0000
8 0.0731 17 0.0000 8 0.9181

Na planilha Excel podem ser usadas funcdes especificas dentro da categoria Estatis-
tica. Por exemplo, para célculos com a distribuicdo binomial, usar a funcdo DISTRBINOM;
para a distribuicdo de Poisson, usar a funcdo POISSON.

6.10 Problemas e Complementos

29. Um florista faz estoque de uma flor de curta duracao que lhe custa $0,50 e que ele vende a
$1,50 no primeiro dia em que a flor estd na loja. Toda flor que néo é vendida nesse primeiro
dia néo serve mais e é jogada fora. Seja X a variavel aleatéria que denota o ndmero de
flores que os fregueses compram em um dia casualmente escolhido. O florista descobriu
que a funcéo de probabilidade de X é dada pela tabela abaixo.

X 0 1 2 3
p(X) 0,1 04 03 02

Quantas flores deveria o florista ter em estoque a fim de maximizar a média (valor
esperado) do seu lucro?

30. As cinco primeiras repeticdes de um experimento custam $10,00 cada. Todas as repeticdes
subseqientes custam $5,00 cada. Suponha que o experimento seja repetido até que o
primeiro sucesso ocorra. Se a probabilidade de sucesso de uma repeticéo é igual a 0,9, e
se as repeticdes sdo independentes, qual é o custo esperado da operacdo?

31. Na manufatura de certo artigo, é sabido que um entre dez dos artigos é defeituoso. Qual
a probabilidade de que uma amostra casual de tamanho quatro contenha:
(a) nenhum defeituoso?
(b) exatamente um defeituoso?
(c) exatamente dois defeituosos?
(d) ndo mais do que dois defeituosos?
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32.

33.

34.

35.

36.

Um fabricante de pecas de automéveis garante que uma caixa de suas pecas conterd, no
maximo, duas defeituosas. Se a caixa contém 18 pecas, e a experiéncia tem demonstrado
que esse processo de fabricacéo produz 5% das pecas defeituosas, qual a probabilidade
de que uma caixa satisfaca a garantia?

Um curso de treinamento aumenta a produtividade de uma certa populacéo de funcio-
nérios em 80% dos casos. Se dez funciondrios quaisquer participam desse curso, encontre
a probabilidade de:

(a) exatamente sete funciondrios aumentarem a produtividade;

(b) ndo mais do que oito funciondrios aumentarem a produtividade; e

(c) pelo menos trés funciondrios ndo aumentarem a produtividade.

O numero de petroleiros que chegam a uma refinaria em cada dia ocorre segundo uma

distribuicdo de Poisson, com A =2. As atuais instalacdes podem atender, no maximo, a trés

petroleiros por dia. Se mais de trés aportarem num dia, o excesso é enviado a outro porto.

(a) Em um dia, qual a probabilidade de se enviar petroleiros para outro porto?

(b) De quanto deverdo ser aumentadas as instalacdes para permitir atender a todos os
navios que chegarem pelo menos em 95% dos dias?

(c) Qual o ntmero médio de petroleiros que chegam por dia?

Na tabela abaixo, X significa némero de filhos homens em familias com 12 filhos. Calcule
para cada valor da varidvel o nimero de familias que vocé deveria esperar se X ~ b(12; 0,5).

Ne observado de familias

6

29
160
521
1.198
1.921
2.360
2033
1.398
799
298
60

7

Total 10.690

X

TS 0ONOONAWN —O

—_
N

Vocé acha que o modelo binomial é razodvel para explicar o fenémeno?

Houve uma denincia por parte dos operdrios de uma indUstria de que, toda vez que
ocorria um acidente em uma sec@o da indUstria, ocorriam outros em outras secdes mais
ou menos no mesmo hordrio. Em outras palavras, os acidentes ndo estavam ocorrendo
ao acaso. Para verificar essa hipétese, foi feita uma contagem do nimero de acidentes
por hora durante um certo nimero de dias (24 horas por dia). Os resultados da pesquisa
foram apresentados no quadro a seguir.
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37.

38.

Ne de acidentes por hora | Nede horas
0 200
1 152
2 4
3 30
4 13
5 9
6 7
7 5
8 4

(a) Calcule o ntmero médio de acidentes por hora nessa amostra.

(b) Se o nimero de acidentes por hora seguisse uma distribuicdo de Poisson, com média
igual & que vocé calculou, qual seria 0 nUmero esperado de dias com 0, 1, 2, ... etc.
acidentes?

(c) Osdados revelam que a suspeita dos operdrios é verdadeira?

Determinado fipo de parafuso é vendido em caixas com 1.000 pecas. E uma caracteristica
da fabricacdo produzir 10% com defeito. Normalmente, cada caixa é vendida por $13,50.
Um comprador faz a seguinte proposta: de cada caixa, ele escolhe uma amostra de 20
pecas; se a caixa ndo tiver parafusos defeituosos, ele paga $20,00; um ou dois defeituo-
sos, ele paga $10,00; trés ou mais defeituosos, ele paga $8,00. Qual alternativa é a mais
vantajosa para o fabricante? Justifique.

Uma certa regido florestal foi dividida em 109 quadrados para estudar a distribuicéo de
Primula Simenses Selvagem. A priori, supomos que esse tipo distribua-se aleatoriamente na
regido. O quadro abaixo indica o nimero de quadrados com X Primula Simenses; o nUmero
médio de plantas por quadrado foi de 2,2.

X plantas Ne de quadrados
por quadrado com X plantas
0 26
1 21
2 23
3 14

4 1
5 4
6 5
7 4
8 1
acima de 8 0

(a) Se as plantas realmente se distribuem aleatoriamente na regido, qual a probabilidade
de encontrarmos pelo menos duas Primulas?

(b) Dé as freqiiéncias esperadas para os valores de X=0, X=1e X =2.

(c) Apenas comparando os resultados de (b) com as freqiiéncias observadas, qual a
concluséo a que vocé chegaria?

(d) Quais as causas que vocé daria para a concluséo?
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39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.
46.
47.
48.

49.
50.

Uma fébrica produz vélvulas, das quais 20% sao defeituosas. As valvulas séo vendidas
em caixas com dez pecas. Se uma caixa ndo tiver nenhuma defeituosa, seu preco de
venda é $10,00; tendo uma, o preco é $8,00; duas ou trés, o preco é $6,00; mais do que
trés, o preco é $2,00. Qual o preco médio de uma caixa?

Um industrial fabrica pecas, das quais 1/5 sdo defeituosas. Dois compradores A e B,
classificaram as partidas adquiridas em categorias | e 1, pagando $1,20 e $0,80 respec-
tivamente do seguinte modo:

Comprador A: retira uma amostra de cinco pecas; se encontrar mais que uma defeituosa,
classifica como Il.

Comprador B: retira amostra de dez pecas; se encontrar mais que duas defeituosas,
classifica como Il.

Em média, qual comprador oferece maior lucro?

Se X ~ b(n, p), prove que E(X) = np e Var(X) = npq.
(Sugestdo: calcule E(X) e Var(X) paran=1, 2, ... etc.)

Aceitacdo de um lote. Suponha que um comprador queira decidir se vai aceitar ou ndo
um lote de itens. Para isso, ele retira uma amostra de tamanho n do lote e conta o
numero X de defeituosos. Se X < a, o lote é aceito, e se x> a, o lote é rejeitado; o nimero
a é fixado pelo comprador. Suponha que n =19 e a =2. Use a Tabela | a fim de
encontrar a probabilidade de aceitar o lote, ou seja, P(X < 2) para as seguintes propor-
coes de defeituosos no lote:

(@) p=0,10 (b) p=0,20 (c) p=0,05

Prove que, quando n = w e p — 0, mas de tal sorte que np —~> 4, temos

n . _ n—kg} e_i'lk
&)p (1-p) T

A

n
Sugerimos que vocé use o fato: (1 —_> — eg*quando n — o,
n

Suponha que X seja uma v.a. discreta, com f.p. p(x) =2, x=1, 2,... Calcule:
(a) P(Xserpar) (b) P(X=<3) (c) P(X>10)

Prove (6.4), (6.5) e (6.6).
Prove que E(X) =Var(X) = 4, se a P(X =K) for dada por (6.24).
Prove a relacéo (6.19).

Num feste tipo certo/errado, com 50 questdes, qual é a probabilidade de que um aluno
acerte 80% das questdes, supondo que ele as responda ao acaso?

Repita o Problema 48, considerando cinco alternativas para cada questao.

Em um experimento binomial com trés provas, a probabilidade de exatamente dois suces-
sos é 12 vezes a probabilidade de trés sucessos. Encontre p.
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51. No sistema abaixo, cada componente tem probabilidade p de funcionar. Supondo inde-
pendéncia de funcionamento dos componentes, qual a probabilidade de:

(a) osistema funcionar?

(b) o sistema néo funcionar?

(c) exatamente dois componentes funcionarem?
(d) pelo menos cinco componentes funcionarem?

52. Prove que
(n=Kp
(k+1)(1-p)

53. Encontre a mediana da v.a. Z com distribuicéo

b(k+1;n,p)= -b(k; n,p).

o@) | 174 | 174 | 178 | 1/4
54. Encontre os quantis de ordens p = 0,25, 0,60, 0,80 da v.a. Z do exercicio 53.

55. Distribuicdo Geométrica. Suponha que, ao realizar um experimento, ocorra o evento A com
probabilidade p ou néo ocorra A (ou seja, ocorre A° com probabilidade 1 —p). Repetimos
o experimento de forma independente até que o evento A ocorra pela primeira vez.

Seja X = numero de repeticdo do experimento até que se obtenha A pela primeira vez. Entéo,
PX=j)=@Q-p)i-tp j=123, ..,
pois se X = j, nas primeiras j — 1 repeticdes A ndo ocorre, ocorrendo na j-ésima.
(a) Prove que 2 P(X=j)=1.
(b) Mostre queJ_E(X) =1/pe Var(X) = (1-p)/p>
sugesto: E0) = 2j-pX=) =p 2+ @-p)i-+=p2. & ¢, com1-p=a)
(c) Sesetsdo inteiros positivos, entdo

PX>s+tIX>s)=P(X>1).
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56.

57.

58.

59.

Essa propriedade nos diz que a distribuicGo geométrica ndo tem meméria. Essa proprie-
dade é compartilhada pela distribuicéo exponencial, a ser estudada no Capitulo 7.

(Meyer, 1965). O custo de realizacdo de um experimento é $1.000,00. Se o experimento
falha, um custo adicional de $300,00 tem de ser imposto. Se a probabilidade de sucesso
em cada prova é 0,2, se as provas s@o independentes e continuadas até a ocorréncia do
primeiro sucesso, qual o custo esperado do experimento?

Distribuicdo de Pascal. Considere a mesma situacéo experimental do Problema 55, sé
que agora o experimento é continuado até que o evento A ocorra pela r-ésima vez. Defina
av.a. Y = nimero de repeticdes necessdrias para que A ocorra exatamente I vezes. Note
que, se I =1, obtemos a distribuicdo geométrica. Mostre que

. i—1 . .
P(Y:J):(:—JWQ”,J:r, r+1,..

A Desigualdade de Jensen. Vimos, na férmula (6.4), que se h(x) =ax + b, entdo E[h(X)] =
h[E(X)], ou seja, E(aX + b) = aE(X) + b.

Esta férmula pode néo valer se h(x) néo for linear. O que vale é o seguinte resultado,
denominado Desigualdade de Jensen. Se h(x) for uma funcéo convexa e X uma v.a.,
entdo

E[h(X)] = h[E(X)],

com igualdade se e somente se h for linear (ou se a varidncia de X for zero).

Por exemplo, se h(x) = x?, entdo E(X?) = [E(X)]?, do que decorre que Var(X) = E(X?) -
[E(X)]?= 0.

Lembremos que uma fung@o h é convexa se h((x +Yy)/2) < (h(x) + h(y))/2, para todo parx,
y no dominio de h. Em termos geométricos, h é convexa se o ponto médio da corda que
une dois pontos quaisquer da curva representando h estd acima da curva. Afuncdo h é
cébncava se —h for convexa. Por exemplo, log x é uma funcéo céncava.

Use o problema anterior para verificar as relacées entre:

(a) E(€") e e5;

(b) E(log X) e log [E(X)], para X>0;

(c) E(I/X)e L/E{X), para X * 0.



Capitulo /

Varidveis Aleatérias Continuas

7.1 Introducao

Neste capitulo iremos estudar modelos probabilisticos para varidveis aleatérias con-
tinuas, ou seja, variaveis para as quais 0s possiveis valores pertencem a um intervalo
de numeros reais. A definicdo dada no capitulo anterior, para v.a. discreta, deve ser
modificada como segue.

Definicao. Uma funcdo X, definida sobre o espaco amostral Q e assumindo valores
num intervalo de nimeros reais, é dita uma variavel aleatoria continua.

No Capitulo 2 vimos alguns exemplos de variaveis continuas, como o salario de
individuos, alturas etc. A caracteristica principal de uma v.a. continua é que, sendo
resultado de uma mensuracdo, o seu valor pode ser pensado como pertencendo a um
intervalo ao redor do valor efetivamente observado. Por exemplo, quando dizemos
que a altura de uma pessoa é 175 cm, estamos medindo sua altura usando cm como
unidade de medida e portanto o valor observado €, na realidade, um valor entre 174,5 cm
e 1755 cm.

Vejamos um exemplo para motivar a discussdo que se segue.

Exemplo 7.1. O ponteiro dos segundos de um relégio mecanico pode parar a qualquer
instante, devido a algum defeito técnico, ou término da bateria, e vamos indicar por X
0 angulo que esse ponteiro forma com o eixo imaginario passando pelo centro do
mostrador e pelo nimero XIlI, conforme mostra a Figura 7.1.

Tabela 7.1: Distribuicdio uniforme discreta.

X o & 12° 18° 348° 354°
P(x) 1/60 1/60 1/60 1/60 1/60 1/60
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Figura 7.1: llustracdo de uma v.a. X discreta.

270° 90°

180°

Medindo esse angulo X em graus e lembrando que:

(i) o ponteiro deve dar 60 “saltos” (ele da um salto em cada segundo) para completar
uma volta;

(ii) acreditamos que o ponteiro tenha probabilidade igual de parar em qualquer ponto,
entdo, a v.a. X tem distribuicdo uniforme discreta, com funcdo de probabilidade dada
pela Tabela 7.1 e representada graficamente na Figura 7.2.

Figura 7.2: Distribuicdo uniforme discreta.

p(x) 4
ver 1w e v
0 6° 12° 18° 348° 354° x(em graus)

Considerando esse mesmo problema com um reldgio elétrico, para o qual o ponteiro
dos segundos move-se continuamente, necessitamos de um outro modelo para repre-
sentar a v.a. X. Primeiro, observamos que o conjunto dos possiveis valores de X nédo €
mais um conjunto discreto de valores, pois X pode assumir qualquer valor do intervalo
[0,360) = = {x € IR: 0 < x < 360}. Em segundo lugar, como no caso do reldgio
mecénico, continuamos a acreditar que ndo exista uma regido de preferéncia para o
ponteiro parar. Como existem infinitos pontos nos quais o ponteiro pode parar, cada
um com igual probabilidade, se féssemos usar 0 mesmo método usado para a v.a.
discreta uniforme, cada ponto teria probabilidade de ocorrer igual a zero. Assim néo
tem muito sentido falar na probabilidade de que o angulo X seja igual a certo valor,
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pois essa probabilidade sempre sera igual a zero. Entretanto, podemos determinar a
probabilidade de que X esteja compreendido entre dois valores quaisquer. Por exem-
plo, usando a Figura 7.1 como referéncia, a probabilidade de o ponteiro parar no
intervalo compreendido entre os nameros XII e I11 é 1/4, pois esse intervalo corresponde
a 1/4 do intervalo total.

Podemos, pois, escrever
P(0°< X < 90°) = %.

Do mesmo modo, a probabilidade P(120° < X < 150°) = 1/12. Por menor que seja
o0 intervalo, sempre poderemos calcular a probabilidade de o ponteiro parar num pon-
to qualquer desse intervalo. E é facil verificar que, nesse caso, dados dois nimeros a e
b, tais que 0° < a < b < 360°, a probabilidade de X € [a, b) é

_b-a
P@sX<bh)=
( ) 360°
Através da divisdo do intervalo [0°, 360°) em pequenos subintervalos, podemos
construir um histograma para as probabilidades da v.a. X (como fizemos para v.a conti-
nuas no Capitulo 2). Ou ainda, como naquele capitulo, fazendo esses intervalos tende-
rem a zero, podemos construir o histograma alisado da v.a. X, apresentado na Figura 7.3.

Figura 7.3: Histograma alisado: distribuicdio uniforme continua.

f(x) A

1/360

A\ N

0 a b c d 360 x (em graus)

O histograma alisado da Figura 7.3 corresponde a seguinte funcao:

0, se x < Q°
f(x) =< 1/360, se 0° < x < 360°
0, se x = 3600°.
Como vimos na construcdo de histogramas, a area correspondente ao intervalo

[a, b) (hachurada na Figura 7.3) deve indicar a probabilidade de a variavel estar entre a e
b. Matematicamente, isso é expresso por meio da integral da funcédo entre a e b; entdo,

b 1 b-a
= < = = — = =
P =X <b)= | f(xd /:360 d= D=2,
pois a integral definida de uma funcéo entre dois pontos determina a area sob a curva
representativa da funcdo, compreendida entre esses dois pontos.

A funcéo f(x) é chamada funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) da v.a. X.
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Podemos construir modelos tedricos para variaveis aleatorias continuas, escolhen-
do adequadamente as funcdes densidade de probabilidade. Teoricamente, qualquer
funcdo f, que seja ndo negativa e cuja &rea total sob a curva seja igual a unidade,
caracterizard uma v.a. continua.

Exemplo 7.2. Se f(x) = 2x, para 0 < x < 1, e zero fora desse intervalo, vemos que f(x) = 0,
para qualquer x, e a area sob o grafico de f(x) é unitaria (verifique na Figura 7.4).
Logo, a funcdo f pode representar a fungdo densidade de uma v.a. continua X.

Figura 7.4: f.d.p. da v.a. X do Exemplo 7.2.

fx) 4
3 I

0 1/2 1 X

Para esse caso, P(0 < X < 1/2) ¢ igual a area do triangulo de base 1/2 e altura 1,
hachurado na Figura 7.4; logo, a probabilidade em questdo é

1/1 1

=X< == (= ==

PO <X<12)= (2 xl) .

Observamos, entdo, que a probabilidade de essa v.a. assumir um valor pertencente

ao intervalo [0, 1/2) é menor que a probabilidade de a varidavel assumir um valor
pertencente ao intervalo [1/2, 1).

A comparacao das funcBes densidade dos dois ultimos exemplos ajuda a entender seu
significado. No primeiro exemplo, consideremos dois intervalos, I, = [a, b) e I, = [c, d),
contidos no intervalo [0,360), com a mesma amplitude (b — a = d — ¢); entéo,

PX € 1) =P(X € 1).

O mesmo ndo acontece no segundo exemplo: dados dois intervalos de mes-
ma amplitude, aquele mais proximo de 1 ira apresentar maior probabilidade. Ou
seja, a probabilidade de que a v.a. X assuma um valor num intervalo de amplitu-
de fixa depende da posicdo do intervalo; existem regides com maior chance de
ocorrer, e 0 que determina esse fato é a fungdo densidade de probabilidade. Por-
tanto, a f.d.p. € um indicador da concentracdo de “massa” (probabilidade) nos
possiveis valores de X. Convém ressaltar ainda que f(x) ndo representa a probabi-
lidade de ocorréncia de algum evento. A area sob a curva entre dois pontos é que
ird fornecer a probabilidade.
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1. Dada afuncéo

262 x=0
f(x) =

0,x <0,

(a) Mostre que esta é umaf.d.p.
(b) Calcule a probabilidade de X>10.

2. Uma v.a. X tem distribuicdo triangular no intervalo [0, 1] se sua f.d.p. for dada por

0, x<0
_JCx, 0sx<1/2
(0= Cl-x, 12=x=1
0, x> 1.

(a) Qual valor deve ter a constante C2
(b) Faca o grdfico de f(x).
(c) Determine P(X < 1/2), P(X > 1/2) e P(1/4 < X < 3/4).

3. Suponha que estamos atirando dardos num alvo circular de raio 10 ¢cm, e seja X a
disténcia do ponto atingido pelo dardo ao centro do alvo. Af.d.p. de X é

kx, se0<x<10
f(x) =

0, para os demais valores.

(a) Qual a probabilidade de acertar o centro do alvo, se esse for um circulo de 1 cm de
raio?

(b) Mostre que a probabilidade de acertar qualquer circulo concéntrico é proporcional &
sua drea.

4. Encontre o valor da constante ¢ se

f(X) - { C/XZ, x =10
0, x<10

for uma densidade. Encontre P(X > 15).
7.2 Valor Médio de uma Variavel Aleatéria Continua
Do que foi visto até aqui, deduz-se que qualquer funcdo f(-), ndo-negativa, tal que

[ ek = 1,

define uma v.a. continua X, ou seja, cria um modelo te6rico para as freqiéncias
relativas de uma v.a. continua. A area compreendida entre dois valores, a e b, da
abscissa x, sob a curva representativa de f(x), da a probabilidade (proporcéo tedrica)



168 CAPITULO 7 — VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

da variavel pertencer ao intervalo limitado pelos dois valores. Usando o conceito de
integral, podemos escrever

P@sXsm:[me. (7.1)

Vejamos agora como podemos definir a esperanca (valor médio ou média) de uma
v.a. continua. Para isso, usaremos um artificio semelhante aquele usado na secao 3.1
para calcular a média das variaveis quantitativas, com os dados agrupados em classes.
L& substituimos todos os valores de um intervalo (classe) por um Gnico valor aproxima-
do (o ponto médio do intervalo), e agimos como se a variavel fosse do tipo discreto.
Aqui iremos repetir esse artificio.

Consideremos a v.a. X com funcdo densidade f(x) e dois pontos a e b, bem proxi-
mos, isto €, h = b — a é pequeno, e consideremos X, 0 ponto médio do intervalo [a, b].
Observando a Figura 7.5 é facil verificar que

Pa<X=<b)=hf(x), (7.2)

0 que significa aproximar a area da parte hachurada pelo retangulo de base h e altura
f(x,). E facil ver que a aproximagdo melhora com h tendendo a zero.

Figura 7.5: Area hachurada representa P(a < X < b).

|
-

A a x, b B X
—h—

Dividamos agora o intervalo [A, B], onde f(x) > 0, em n partes de amplitudes iguais a
h= (B - A)n (Figura 7.6) e consideremos os pontos médios desses intervalos, X, X,, ..., X .

Figura 7.6: Particdio do intervalo [A, B].

fx) 4
Ax % | he Fen %B o ox
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Consideremos a v.a. Y , assumindo os valores x,,..., X, com as probabilidades
p, = P(Y =x) = f(x)h
Dessa maneira, e de acordo com a definicdo de esperanga, temos
E(Y) = iilxi p, = i—lxi f(x)h,

que sera uma aproximacdo da esperanca E(X). Para determinar E(X) com maior preci-
sdo, podemos aumentar 0 nimero de intervalos, diminuindo sua amplitude h. No limi-
te, quando h — 0, teremos o valor de E(X). Definamos, pois,

E(X) = lim E(Y,) = lim ixi f(x)h. (7.3)

Mas da definicdo de integral (veja Morettin et al., 2005), temos que, se o limite
(7.3) existe, ele define a integral de x f(x) entre A e B, isto &,

E(X) = / xF(x)dx. (7.4)

Exemplo 7.3. Continuando com o Exemplo 7.2, observamos que, dividindo o in-
tervalo [0, 1] em n subintervalos, teremos h = 1/n, x, = (2i —=1)/2n e f(x) = (2i - 1)/n,
i =1, 2,..., n. Portanto,

E(Y) = Zl <2i2—n1)<2|n— 1)( ) S Z 1y

e

na qual usamos o conhecido resultado que da a soma dos quadrados dos primeiros n
numeros impares. Logo,

- e o)

O mesmo resultado é obtido diretamente da relacdo (7.

0°||\)

~

):

E(X) = | (x)(@x)dx = [%(3]: - %

Exemplo 7.4. No caso do reldgio elétrico do Exemplo 7.1, obtemos

EX)= [ x -1 dx—[_l _Xz]m:lso,
360 360 2 lo

que é o valor esperado devido a distribuicdo uniforme das frequéncias tedricas.
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Como a funcéo f(x) é sempre ndo-negativa, podemos escrever a esperan¢a como

E(X) = [ xf(x)dx. (75)
A extensdo do conceito de variancia para v.a. continuas é feita de maneira seme-
Ihante e o equivalente a expressdo (6.2) é

Var(X) = EI(X - GO = [ (x - E)) f(x)dx. (7.6)

Exemplo 7.5. Para os dois exemplos vistos anteriormente, teremos:
(i) Para o caso do relogio,

360 1 1 X3 360x2 ]360 )
= —_ 2 = - = |0 _ X=¥A 2 -
Var(X) A (x — 180) 360 dx 360 [3 > + 180%x . 10.800;

(ii) Para o Exemplo 7.2,

1
Var(X)=f(x—g&)szdx:Z[L4 S +2—X2] = 1

4 9 9 lo 18"
Como no caso de v.a. discretas, o desvio padrao de uma v.a. continua X é definido como
DP(X) = v Var(X), (7.7)

que é dado na mesma unidade de medida do que X. Deixamos a cargo do leitor a
verificacdo de que o seguinte resultado vale, como conseqiiéncia de (7.6):

Var(X) = E(X?) - [EX)]. (7.8)

Como frisamos no Capitulo 6, freqiientemente usaremos outros simbolos para in-
dicar os parametros discutidos, a saber:

E(X) = u(X),
Var(X) = o4(X),
DP(X) = o(X),

ou simplesmente u, o%e o, respectivamente, se ndao houver possibilidade de confusao.

7.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

Dada uma v.a. X com funcdo densidade de probabilidade f(x), podemos definir a sua
funcdo de distribuicdo acumulada, F(x), do mesmo modo como foi definida no Capitulo 6:

F(X) = P(X < X), —0 < X < 0. (7.9)
De (7.1) segue-se que

Fx) = /- foat, (7.10)
para todo real x.
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Exemplo 7.6. Retomemos o Exemplo 7.2. Temos

0, sex<0
F(x) = /OXtht=x2, se0=x<1

[ otdt+ [C0dt=1, sex=1,
0 1

O gréfico de F(x) esta na Figura 7.7.

Figura 7.7: f.d.a. da v.a. X do Exemplo 7.6.

f(x) A

1 A

De (7.9), vemos que 0 < F(x) < 1, para todo x real; além disso, F(x) é ndo-decres-
cente e possui as duas seguintes propriedades:

(i) lim __F(x) =0,

(i) lim  _F(x) = 1.

No Exemplo 7.6 temos, efetivamente, F(x) = 0, para x < 0 e F(x) = 1, para x = 1.
Para v.a. continuas, o0 seguinte resultado é importante.

Proposicao 7.1. Para todos os valores de x para os quais F(x) é derivavel temos

F) = 9EC) = 5.
dx

Vamos usar esse resultado no exemplo a seguir.

Exemplo 7.7. Suponha que

F(X):{O, sex <0
l1-e*sex=0

seja a f.d.a. de uma v.a. X. Entéo,

f(X):{O’ sex <0
e, se x = 0.
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Na Figura 7.8 temos os graficos dessas duas funcBes. Veremos que f(x) é um caso
especial da densidade exponencial, a ser estudada na sec¢éo 7.4.3.

Figura 7.8: Distribuicdio exponencial (8= 1) (a) f.d.a. (b) f.d.p.

F(x) A f(x)
Tt ——————— = 1
0 X 0 X
(a) I (b)
Se a e b forem dois nimeros reais quaisquer,
P(a < X < b) = F(b) - F(a). (7.11)

Esse resultado ndo sera afetado se incluirmos ou nao os extremos a e b na desi-
gualdade entre parénteses.

5. Calcule a esperanca, a variéincia e a f.d.a. da v.a. X do Problema 2.

6. Determine a esperanca e a variéncia da v.a. cuja f.d.p. é

f(X)= {Senx, 0sx= 75/2
0, caso contrario.

7. Calcule a média da v.a. X do Problema 4.

8. A v.a. continua X tem f.d.p.

2 _
f(x):{SX, 1$X$(,)
0, caso contrario.

(a) Se b for um nimero que satisfaz -1 < b < 0, calcule P(X>Db X < b/2).
(b) Calcule E(X) e Var(X).

9. Certa liga é formada pela mistura fundida de dois metais. A liga resultante contém certa
porcentagem de chumbo, X, que pode ser considerada uma v.a. com f.d.p.

£(0) :% 105 X(100 = x), 0 < x < 100,

Suponha que L, o lucro liquido obtido na venda dessa liga (por unidade de peso), seja
dado por L=C, + C,X. Calcule E(L), o lucro esperado por unidade.
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10. A demanda didria de arroz num supermercado, em centenas de quilos, é uma v.a. com

f.d.p.
2x/3, se0=x<1
fx)=q—xB3+1, sel=x<3
0, sex<0Ooux>3.

(a) Qual a probabilidade de se vender mais do que 150 kg, num dia escolhido ao acaso?
(b) Em 30 dias, quanto o gerente do supermercado espera vender?

(c) Qual a quantidade de arroz que deve ser deixada & disposicdo dos clientes dia-
riamente para que néo falte arroz em 95% dos dias?

11. Suponha que X tenha f.d.p. f(x) do Problema 1. Calcule E(X) e Var(X).
12. Seja X com densidade

—x2 —
f(x):{c(l X), se-l=x<1
0, caso contrario.

Calcule a média e a varidncia de X.

7.4 Alguns Modelos Probabilisticos para Variaveis Aleatérias
Continuas

De modo geral, podemos dizer que as v.a. cujos valores resultam de algum proces-
so de mensuracdo sdo v.a. continuas. Alguns exemplos séo:

() 0 peso ou a altura das pessoas de uma cidade;

(b) a demanda diaria de arroz num supermercado;

(c) o tempo de vida de uma lampada;

(d) o diametro de rolamentos de esferas; e

(e) erros de medidas em geral, resultantes de experimentos em laboratorios.

Dada uma v.a. continua X, interessa saber qual a f.d.p. de X. Alguns modelos séo
frequentemente usados para representar a f.d.p. de v.a. continuas. Alguns dos mais utiliza-
dos serdo descritos a seguir e, para uniformizar o estudo desses modelos, iremos em cada
caso analisar:

(a) definicao;

(b) grafico da f.d.p.;

(c) momentos: E(X),Var(X);

(d) funcéo de distribuicdo acumulada (f.d.a.).

Outros modelos serdo apresentados na sec¢éo 7.7.
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7.4.1 O Modelo Uniforme

O modelo uniforme é uma generaliza¢cdo do modelo estudado no Exemplo 7.1 e é
0 modelo mais simples para v.a. continuas.

(a) Definicdo. A v.a. X tem distribui¢cdo uniforme no intervalo [¢, f] se sua f.d.p. é
dada por
1 = =
— <x< 7.12
o=, pa TP (42
0, caso contrario.
(b) Grafico. A Figura 7.9 representa a funcdo dada por (7.12).

Figura 7.9: Distribuicgo uniforme no intervalo [, B].

f(x)

1/(B- o)

Epreseese=d
>

0

Qe

(c) Momentos. Pode-se mostrar (veja o Problema 29) que

E(X) = “;ﬁ, (7.13)
var(x) = B 120‘)2, (7.14)

(d) F.d.a. A funcdo de distribuicdo acumulada da uniforme é facil de ser encontra-
da (veja o Problema 29):

0, sex < o
FO=P(X=x)=/ fx)dx= =% sea=x<p (7.15)
1, sex=f3,

cujo gréafico esta na Figura 7.10.

Figura 7.10: f.d.a. de uma v.a. uniforme no intervalo [« S].

Fx) 4

Q
o

o)
M
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Assim, para dois valores quaisquer ¢ e d, ¢ < d, teremos
P(c < X = d) = F(d) - F(c),
que é obtida facilmente de (7.15).
Usaremos a notacdo
X~ U(e, B)
para indicar que a v.a. X tem distribuicdo uniforme no intervalo [¢, B].

Exemplo 7.8. Um caso particular bastante interessante é aquele em que oo =-1/2 e =
1/2. Indicando essa v.a. por U, teremos

fw) = {01 csaes; %:{)Zntfélrl;o.S Ve
Nessa situagdo temos que
E(U) =0, Var(U) = 1/12
e a f.d.a. é dada por

0, seu < -1/2
FUW=qu+1/2 se-12<u<1/2
1, seu>1/2.

Por exemplo,
P(-1/4 < U < 1/4) = F (1/4) - F(-1/4) = 1/2.
Se quiséssemos facilitar o nosso trabalho, poderiamos tabelar os valores da f.d.a

para essa variavel U. Devido a simetria da area em relacdo a x = 0, poderiamos cons-
truir uma tabela indicando a funcdo G(u), tal que

Gu=PO0=U=<u
para alguns valores de u (veja o Problema 30).

Dada uma v.a. uniforme X qualquer, com parametros o e 3, podemos definir a v.a.
U como

x_ Bt

U= ﬁ_—j (7.16)

Segue-se que a transformacdo (7.16) leva uma uniforme no intervalo [¢, B] numa
uniforme no intervalo [-1/2, 1/2] e para dois nimeros quaisquer ¢ e d, com ¢ < d,

c_Bta g_Bro q- Bre ALY
<d)= — = 2 = 2 = —2 - —2
P(c<X=d)=F()-F() P( ba " pa ) F“( p-a ) F“< p-a )
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Artificios semelhantes a esse sdo muito Uteis na construcdo de tabelas e programas
para calculos de probabilidades referentes a familias de modelos.

Um outro caso importante é para oo = 0 e B = 1. Um ndmero aleatério é um valor
gerado de uma v.a. com distribuicdo uniforme no intervalo [0, 1]. Veja Capitulo 9.

7.4.2 O Modelo Normadl

Vamos introduzir, agora, um modelo fundamental em probabilidades e inferéncia es-
tatistica. Suas origens remontam a Gauss em seus trabalhos sobre erros de observagdes
astrondmicas, por volta de 1810, donde o nome de distribui¢do gaussiana para tal modelo.

(a) Definicao. Dizemos que a v.a. X tem distribuicdo normal com pardmetros u e
0%, - <u<+woel<o?<ox, sesuadensidade € dada por

f 11, 09) = — L e-wot oo < x < oo, (7.17)

o\2rn

Claramente, f(x; u, 0% = 0, para todo x e pode-se provar que /: f(x; w, 0% dx = 1. Veja o
Problema 60.

(b) Grafico. A Figura 7.11 ilustra uma particular curva normal, determinada por
valores particulares de i e o2

Figura 7.11: F.d.p. de uma v.a. normal com média i e desvio
padréo o.

f(x) 4

[ I
2 dbeccoossosoooosooossoos

I

(c) Momentos. Pode-se demonstrar que (veja o Problema 32):
E(X) =w, (7.18)
Var(X) = o2 (7.19)
Além disso, f(x; u; 02 — 0, quando X — o, u — ¢ e u + ¢ sdo pontos de inflexdo
de f(x; i, 6, x = i é ponto de méximo de f(x; i, 62), e o valor maximo é 1/o\2x . A
densidade f(x; u, o?) é simétrica em relagdo a reta x = p, isto é,
f(u+x; u, 0? =f(u-x; u, o, (7.20)
para todo x real.
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Para simplificar a notacdo, denotaremos a densidade da normal simplesmente por
f(x) e escreveremos, simbolicamente,

X ~ N(y, o9).

Quando u =0 e o?= 1, temos uma distribui¢cdo padréo ou reduzida, ou brevemente
N(0,1). Para essa a funcéo densidade reduz-se a

g7 o0 < 7 < oo, (7.21)

1
) = ——
00 = Ton
O gréfico da normal padrdo esta na Figura 7.12.

Figura 7.12: f.d.p. de uma v.a. normal pa-
drdo: Z ~ N(0, 1).

6(@) 4

I dboooooocoos

Se X ~ N(u; 0?), entdo a v.a. definida por

z:iga (7.22)

terd média zero e variancia 1 (prove esses fatos). O que ndo é tdo facil mostrar é que Z
também tem distribui¢do normal. Isso néo sera feito aqui.

A transformacdo (7.22) é fundamental para calcularmos probabilidades relativas a
uma distribuicdo normal qualquer.

(d) F.d.a. A f.d.a. F(y) de uma v.a. normal X, com média u e variancia o? é obtida
integrando-se (7.17) de — até y, ou seja,

Fy) = [ f(x; p, 09dx, y € IR (7.23)

A integral (7.23) corresponde a area, sob f(x), desde —~ até y, como ilustra a
Figura 7.13.
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Figura 7.13: Representagdo grdfica de F(y) como drea.

f(x) 4

y

X

No caso especifico da normal padrdo, utilizamos a seguinte notacéo, que € universal:

oy) = | o(2)dz = 1N27 | e dz.

O gréfico de @(z) ¢ ilustrado na Figura 7.14.

Figura 7.14: f.d.a. da normal padrdo.

@(2)

A

_/

0

Suponha, entdo, que X ~ N(u, o?) e que queiramos calcular

Pla<X<b)= /ﬁ FOdx,

onde f(x) é dada por (7.17). Ver Figura 7.15.

(7.24)

(7.25)
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Figura 7.15: llustragdo gréfica da P(a < X < b)
para uma v.a. normal.

f(x) 4

A integral (7.25) ndo pode ser calculada analiticamente, e portanto a probabilidade
indicada s6 podera ser obtida, aproximadamente, por meio de integracdo numérica.
No entanto, para cada valor de u e cada valor de o, teriamos de obter P(a < X < b) para
diversos valores de a e b. Essa tarefa é facilitada através do uso de (7.22), de sorte que
somente € necessario construir uma tabela para a distribuicdo normal padréo.

Vejamos, entdo, como obter probabilidades a partir da Tabela Ill. Essa tabela da
as probabilidades sob uma curva normal padrdo, que nada mais sdo do que as cor-
respondentes areas sob a curva. A Figura 7.16 ilustra a probabilidade fornecida pela
tabela, a saber,

PO=2zZ=z),

[

onde Z ~ N(0,1).

Figura 7.16: P(0 < Z < z) fornecido pela
Tabela III.

0(2)

Se tomarmos, por exemplo, z, = 1,73, segue-se que

PO < Z < 1,73) = 0,4582.
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Calculemos mais algumas probabilidades (Figura 7.17):

(@ P(-1,73<Z=<0)=P(0 = Z < 1,73) = 0,4582, devido a simetria da curva.

(b) P2 =1,73) =05-P(0 < Z < 1,73) = 0,5 - 0,4582 = 0,0418, pois
PZ=0)=05=P(Z =<0).
(c) P(Z <-1,73) = P(Z > 1,73) = 0,0418.
(d)PO47<Z2<173)=P0<Z=<173)-P0<Z=<047)=
= 0,4582 - 0,1808 = 0,2774.

Figura 7.17: llustragdo do cdlculo de probabilidades para a N(0,1).

0 173 z -1,73 0 1,73 z 0047 173 =z
(a) (b) (c)

Suponha, agora, que X seja uma v.a. N(u, 02, com u = 3 e o2 = 16, e queiramos
calcular P(2 = X = 5). Utilizando (7.22), temos

P(ZsXsS)zP(z;“ < X-H 5_“)

o o
- ﬂ< <E’>: <__1< <_1)
( 5 =¢ 4 Plmy =253

Portanto, a probabilidade de que X esteja entre 2 e 5 € igual a probabilidade de que
Z esteja entre —0,25 e 0,5 (Figura 7.18). Utilizando a Tabela I1l, vemos que

P(-0,25 < Z < 0,5) = 0,0987 + 0,1915 = 0,2902,
ou seja,
P(2 < X < 5) =0,2902.

Figura 7.18: llustragdo do cdlculo de P (2 < X < 5) para a v.a. N(3, 16).

2 3 5 X

-025 0 0,5 z
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Exemplo 7.9. Os depdsitos efetuados no Banco da Ribeira durante o més de janeiro
sdo distribuidos normalmente, com média de $10.000,00 e desvio padrdo de $1.500,00.
Um depdsito é selecionado ao acaso dentre todos os referentes ao més em questao.
Encontrar a probabilidade de que o depoésito seja:

(a) $10.000,00 ou menos;

(b) pelo menos $10.000,00;

(c) um valor entre $12.000,00 e $15.000,00;

(d) maior do que $20.000,00.

Temos que u = 10.000 e o = 1.500. Seja a v.a. X = depdsito.

(a) P(X < 10.000) = P( 7 < 10.000-10.000 ) - P(Z < 0)= 05,

(b) P(X = 10.000) = P(Z = 0) = 0,5.
12.000 - 10.000 _ 5 _ 15.000 — 10.000 )

P(12. <X <I5. =P
(©) P(12.000 >.000) ( 1.500 1.500

= P(4/3 < Z < 10/3) = P(1,33 < Z < 3,33) = 0,09133.

(d) P(X > 20.000) = P(z >20:000=10.000 ) _ p(7 - §67) = 0.
1.500

7.4.3 O Modelo Exponencial

Outra distribui¢do importante e que tem aplicagdes em confiabilidade de sistemas,
assunto de que ja tratamos brevemente no Capitulo 5, é a exponencial.

(@) Definicao. A v.a. T tem distribuicdo exponencial com pardmetro S > 0 se sua
f.d.p. tem a forma

1 s
— e set=0
0, set <O.
Escreveremos, brevemente,
T ~ Exp(B).

(b) Grafico. O gréfico de f(t; B) = f(t) esta ilustrado na Figura 7.8 (b), com = 1.
(c) Momentos. Usando integracdo por partes, pode-se demonstrar que (veja o
Problema 41):

E(T)= B, (7.27)
Var(T) = B2 (7.28)
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Exemplo 7.10. O tempo de vida (em horas) de um transistor pode ser considerado
uma v.a com distribuicdo exponencial com 8 = 500. Segue-se que a vida media do
transistor € E(T) = 500 horas e a probabilidade de que ele dure mais do que a média é

o0

P(T > 500) = [, f(t)dt = 1/500 [, e dt

00

= 1/500 [-500e¥5°]%,; = e! = 0,3678.

(d) F.d.a. Usando a definicdo (7.10), obtemos

_]0, set<O0
F(O = {1 — eV set=0. (7.29)

O grafico de F(t) esta na Figura 7.8 (a), com = 1.

7.5 Aproximacdo Normal a Binomial

Suponha que a v.a. Y tenha uma distribuicdo binomial com pardmetros n = 10 e
p = 1/2 e queiramos calcular P(Y = 7). Embora seja uma v.a. discreta, vimos no Capi-
tulo 2 que é possivel representa-la por meio de um histograma, como na Figura 7.19.
Vemos que P(Y = 7) é igual a area do retangulo de base unitéria e altura igual a P(Y = 7),
similarmente para P(Y = 8) etc. Logo, P(Y = 7) é igual a soma das éreas dos retangulos
hachurados na Figura 7.19.

Figura 7.19: (P(Y = 7) para Y ~ b(10, 1/2).

0123 4567 8 910

A idéia é aproximar tal &rea pela area sob uma curva normal, & direita de 6,5. Qual
curva normal? Parece razodvel considerar aquela normal de média

u=np=10x 15
2
e variancia

1 1

o-2=np(1—p)=10><7><7=2,5.

Veja a Figura 7.20.
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Figura 7.20: Aproximagdo de P(Y = 7) pela
drea sob a N(5; 2,5).

5 6 7 8 910

Chamando X tal varidvel, com distribuicdo normal,

P(Y>7)=P(X>6,5)=P<X_“ = 65‘“)
o ()

65-5

N2,5
onde Z ¢, como sempre, N(O, 1). Utilizando a Tabela I, vemos que a probabilidade
verdadeira é 0,172.

Vamos calcular agora P(3 <Y < 6) = P(Y = 4) + P(Y =5) + P(Y = 6). Vemos,
através da Figura 7.21, que a aproximacdo a ser feita deve ser

p<z - ) = P(Z = 0,94) = 0,174,

35 -5 <7<
1,58 1,58

= P(-0,94 < Z < 0,94) = 0,653,

P(3<Ys6)zP(3,5<X<6,5)=P(

ao passo que a probabilidade verdadeira é 0,656.

Figura 7.21: Aproximagdo de P(3 <Y < 6).

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A justificativa formal de tal aproximagao é dada pelo chamado Teorema Limite Cen-
tral, que serd visto no Capitulo 10. A aproximacao é boa quando np > 5 e n(1 - p) > 5.

13. Atemperatura T de destilacdo do petréleo é crucial na determinacéo da qualidade final
do produto. Suponha que T seja considerada uma v.a. com distribuicdo uniforme
no intervalo (150, 300). Suponha que o custo para produzir um gal@o de petréleo
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14.

16.

17.

18.

19.

20.

seja C, reais. Se o 6leo for destilado a uma temperatura inferior a 200°, o produto obtido
é vendido a C, reais; se a temperatura for superior a 200°, o produto é vendido a C, reais.
(a) Fazero gréficodaf.d.p.deT.

(b) Qual o lucro médio por gal@o?

Se X ~ N(10, 4), calcular:
(a) P(8 <X <10), (c) P(X>10),
(b) PO<=X<12), (d) P(X<8ouX>11).

. Para X ~ N(100, 100), calcule:

(a) P(X < 115),

(b) P(X = 80),

(c) P(IX - 100l < 10),

(d) o valora, tal que P(100 —a < X < 100 + a) = 0,95.

Para a v.a. X ~ N(u, 6?), encontre:

(a) P(X=p+20),

(b) P(IX-ul <o),

(c) onlUmeroatal que P(u—aoc <X < pu+ao)=0,99,
(d) o ntmero b tal que P(X > b) =0,90.

As alturas de 10.000 alunos de um colégio t&m distribuicdo aproximadamente normal,

com média 170 cm e desvio padrdo 5 cm.

(a) Qual o nimero esperado de alunos com altura superior a 165 cm?

(b) Qual o intervalo simétrico em torno da média que conterd 75% das alturas
dos alunos?

As vendas de determinado produto tm distribuicdo aproximadamente normal, com mé-
dia 500 unidades e desvio padrdo 50 unidades. Se a empresa decide fabricar 600 unida-
des no més em estudo, qual é a probabilidade de que néo possa atender a todos os
pedidos desse més, por estar com a producéo esgotada?

Suponha que as amplitudes de vida de dois aparelhos elétricos, D, e D,, tenham distribui-
coes N(42, 36) e N(45, 9), respectivamente. Se os aparelhos séo feitos para ser usados por
um perfodo de 45 horas, qual aparelho deve ser preferido? E se for por um perfodo de
49 horas?

O diémetro X de rolamentos esféricos produzidos por uma fébrica tem distribuicdo N(0,6140;
(0,0025)?). O lucro T de cada rolamento depende de seu didmetro. Assim,

T=0,10, se o rolamento for bom (0,610 < X < 0,618);

T=0,05, se o rolamento for recuperdvel (0,608 < X < 0,610) ou (0,618 < X < 0,620);
T=-0,10, se o rolamento for defeituoso (X < 0,608 ou X > 0,620).

Calcule:

(a) as probabilidades de que os rolamentos sejam bons, recuperdveis e defeituosos.

(b) E(T).
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21. Suponha que um mecanismo eletrdnico tenha um tempo de vida X (em 1.000 horas) que
possa ser considerado uma v.a. continua com f.d.p. f(x) = e, x > 0. Suponha que o
custo de fabricacéo de um item seja 2,00 reais e o preco de venda seja 5,00 reais.
O fabricante garante total devolucdo se X < 0,9. Qual o lucro esperado por item?2

22. Seja Y com distribuicao binomial de parémetros n=10 e p=0,4. Determine a aproxima-
¢Go normal para:

(a) PB<Y<8), (b) P(Y=T7), (c) P(Y<5).

23. De um lote de produtos manufaturados, extraimos 100 itens ao acaso; se 10% dos itens
do lote séo defeituosos, calcule a probabilidade de 12 itens serem defeituosos. Use tam-
bém a aproximagdo normal.

24. A confiabilidade de um mecanismo eletrénico é a probabilidade de que ele funcione sob as
condicées para as quais foi planejado. Uma amostra de 1.000 desses itens é escolhida ao
acaso e os itens sdo testados, obtendo-se 30 defeituosos. Calcule a probabilidade de se
obter pelo menos 30 itens defeituosos, supondo que a confiabilidade de cada item € 0,95.

7.6 Funcoes de Variaveis Continuas

Vimos, no Capitulo 6, como obter a distribuicdo de uma v.a. Y = h(X), se conhecer-
mos a distribui¢do da v.a. discreta X. Vejamos, agora, 0 caso em que X € continua.
Suponhamos, primeiramente, que a funcdo h seja estritamente monotdnica, crescente
ou decrescente. Neste caso, a inversa h-! estard univocamente determinada e podemos
obter x = h-1(y), para valores x e y das v.a. X e Y, respectivamente. Observando a Figura
7.22, vemos que, se a densidade de X, f(x), digamos, for positiva no intervalo a < x <
b, entdo a densidade de Y sera positiva para h(a) <y < h(b), se h for crescente, e para
h(b) <y < h(a), se h for decrescente.

Figura 7.22: Fungdo de uma v.a.

\ \
’ y =h(x) 57 ’

------- - h(a)

h(b) -\
b

h(b) -

h(a) -

P

= J

~

(a) h crescente (b) h decrescente

Exemplo 7.11. Suponha X com a densidade do Exemplo 7.2 e considere Y = 3X + 4.
Aqui, y = h(x) = 3x + 4, que € crescente (Figura 7.23 (a)).
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Figura 7.23: Exemplos de fungdes de v.a. (a) Exemplo 7.11 (b) Exemplo 7.12.

(o) y=3x+4 (b)y=ex

Denotando a densidade de Y por g(y), e como f(x) > 0 para 0 < x < 1, g(y) > 0
parad <y <T.

Notemos que se podem obter probabilidades relativas a Y a partir da densidade de
X. Por exemplo,
PY>1)=PBX+4>1)=P(X>-1)=1

Vejamos como se pode obter g(y). Denotemos por G(y) a funcéo de distribuigdo
acumulada de Y. Da secdo 7.3, sabemos que G’(y) = g(y), para todo valor de y para o
qual G for derivavel. Entdo, temos

G(y):P(Ysy):P(3x+4<y):P<x< y‘34>=|:<y;4>,

onde estamos denotando por F(-) a funcdo de distribuicdo acumulada de X. Usando a
regra da cadeia para derivadas, temos

co-r{i5) 3§ (15

do que decorre

9

2 (y—-4), sed<y<7
g(y) =
0, caso contrario.

Exemplo 7.12. Suponha, agora, que X tenha densidade f(x) = 3x%2, - 1 <x <1 e que
Y = e™. Segue-se que h(x) = e* é uma funcéo decrescente e x = —¢n(y) (Figura 7.23
(b)). Entao,
G(y) = P(Y < y) = P(e* < y) = P(X = —{n(y))
=1-P(X =< -{n(y) =1 - F(=(y)),
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onde novamente F denota a f.d.a. de X. Derivando, obtemos a f.d.p. de Y,

3
9y) = 5, (M@y)r et <y<e.
y
O seguinte resultado generaliza esses dois exemplos.

Teorema 7.1. Se X for uma v.a. continua, com densidade f(x) > 0, a < x < b, entdo
Y = h(X) tem densidade

o) = f(h ) \(‘fyx , (7.30)

supondo que h seja monotdnica, derivavel para todo x. Se h for crescente, g(y) > 0,
h(a) <y < h(b) e, se h for decrescente, g(y) > 0, h(b) <y < h(a).

Prova. Basta notar que G(y) = P(Y < y) = P(h(X) < y) e que essa probabilidade é igual
a P(X = h(y)) = F(h*(y)), se h for crescente, e igual a 1 — F(h7(y)), se h for decres-
cente. Derivando G(y) obtemos o resultado, notando que a derivada (h(y))' = dx/dy > 0
se h for crescente, e negativa se h for decrescente.

Suponha, agora, que h ndo seja monoténica. Um caso de interesse que sera usado
mais tarde é Y = h(X) = X2 (Figura 7.24). Temos

G(y) = P(Y <y) =P(X* <y) = P(-Vy < X <y)
= F(Vy) - F=y),

e derivando obtemos a densidade de Y,
1
= ——= [f(y) + f(=\Vy)], 7.31
a(y) 2\W[(y) (=Vy)l (7.31)

onde f é a densidade de X.
Se f(x) =1, 0 < x < 1 (X é uniforme no intervalo [0, 1]), entdo

-1
g(y)—zry

Figura 7.24: llustragdio de Y = h(X) = X2

,0<y <1

y
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25. Considere a v.a. X do Problema 2e Y =X +5.
(a) Calcule P(Y <5,5).
(b) Obtenha a densidade de Y.
(c) Obtenha a densidade de Z =2X.

26. Suponha que a v.a. X tenha a densidade do Problema 8. Se Y = 2X — 3/5, obter a
densidade de Y. Calcule E(Y) e Var(Y).

27. Suponha X ~ U[-1, 1]. Calcule a densidade de Y = X2 e de W = IX|.

7.7 Outros Modelos Importantes

Nesta se¢cdo vamos introduzir alguns modelos para v.a. continuas que serdo bas-
tante utilizados na terceira parte deste livro. Juntamente com o modelo normal, esses
modelos sdo Uteis para as v.a. de interesse pratico, que na maioria dos casos assumem
valores positivos e tendem a ter distribuicdes assimétricas a direita.

7.7.1 A Distribuicao Gama

Uma extensédo do modelo exponencial é estudado a seguir.

Definicao. A v.a. continua X, assumindo valores positivos, tem uma distribuicdo gama
com parametros o > 0 e B > 0, se sua f.d.p. for dada por

l o — 1a—Xl,
fx o, B =AT(p” © € x>0 (7.32)

0, X < 0.

Em (7.32), I'(e) é a fungcdo gama, importante em muitas areas da Matematica,
dada por

(o) = | e*x~1dx, o > 0. (7.33)

Né&o ¢é dificil ver que I'() = (¢ = 1) I'(ex — 1), se & = n for um inteiro positivo,
I'(n) = (n - 1)! e que I'(1) = 1, I'(1/2) = V7. Veja o Problema 45.

A Figura 7.25 ilustra a densidade (7.32) para ¢ = 3 e B = 1. Se o = 1 obtemos a
distribuicao exponencial (7.26). Muitos casos de interesse tém ¢ inteiro positivo.

Usaremos a notagdo
X ~ Gama(e, B)

para designar uma v.a. com a distribuicdo dada por (7.32).
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Figura 7.25: Gréfico da f.d.p. de uma distribuicdo gama, o= 3,
B=1.

f(x) 4

Pode-se demonstrar que:
E(X) = af, Var(X) = o2 (7.34)
7.7.2 A Distribuicao Qui-Quadrado

Um caso especial importante do modelo gama é obtido fazendo-se o= vi2 e 3 = 2,
com v > 0 inteiro.

Definicao. Uma v.a. continua Y, com valores positivos, tem uma distribuicdo qui-qua-
drado com v graus de liberdade (denotada X(v)), se sua densidade for dada por

vI2 - le—ylzy y >0

1
f(y; v) :{ T(vi2)27 (7.35)

0, y <O0.
A Figura 7.26 ilustra os gréaficos de (7.35) para v = 1, 2, 3. Segue-se de (7.34) que
E(Y)=v, Var(Y)=2v. (7.36)

A distribui¢do qui-quadrado tem muitas aplicacdes em Estatistica e, como no caso
da normal, existem tabelas para obter probabilidades. A Tabela IV, fornece os valores
de y, tais que P(Y >y = p, para alguns valores de p e de v. Ver Figura 7.27.

Figura 7.26: Grdficos da distribuicdo qui-quadrado c(n).

f(y) 4 f(y) 4 f(y) 4

(a)v=1 (b)v=2 (c)v=3
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Figura 7.27: Valores tabelados da distribuicgio X°(v).

f(y) A

Yo y

Exemplo 7.13. Usando a Tabela IV, para v = 10, observe que P(Y > 2,558) = 0,99, ao
passo que P(Y > 18,307) = 0,05.

Para v > 30 podemos usar uma aproximacao normal a distribuicdo qui-quadrado.
Especificamente, temos o seguinte resultado: se Y tiver distribuicdo qui-quadrado com
v graus de liberdade, entdo a v.a.

Z=~2Y-v2v-1~ N(,).
Por exemplo, consultando a Tabela IV, temos que, se v = 30,
P(Y > 40,256) = 0,10,
enquanto que, usando a féormula acima, temos que
z =2 x 40,256 — \ 59 = 1,292

e P(Z > 1,292) = 0,099, que resulta ser uma boa aproximacao.

Exemplo 7.14. Considere Z ~ N(0,1) e considere a v.a. Y = Z2. De (7.31) temos que a
densidade de Y é dada por

o(y) = 21_W [6(VY) + o(=Vy)], y > 0,

onde por ¢(z) indicamos a densidade da N(0,1). Resulta

- l -1/2 A-yl2
= —— e
a(y) Ton )
e comparando com (7.35) vemos que Y ~ X?(1). Temos, aqui, um resultado importante:
O quadrado de uma v.a. com distribui¢cdo normal padrdo € uma v.a. com distribuicdo X?(1).

De um modo mais geral, uma v.a. x2 (v) pode ser vista como a soma de v normais
padrdes ao quadrado, independentes.
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7.7.3 A Distribuicao t de Student

A distribuicdo t de Student é importante no que se refere a inferéncias sobre médias
populacionais, topico a ser tratado nos Capitulos 12 e 13. A obtencdo da densidade
estd contida no teorema abaixo.

Teorema 7.1. Seja Z uma v.a. N(0,1) e Y uma v.a. X?(v), com Z e Y independentes.
Entdo, a v.a.

z

t=—2_
\Y/v

(7.37)
tem densidade dada por
ft vy = LOHEDD) gy pzpyoeme o ot <o (7.38)
T'(VI2)}\ mv

Diremos que tal variavel tem uma distribuicéo t de Student com v graus de liber-
dade e a indicaremos por t(v). Pode-se provar que

E(t) =0, Var(t) = v%z V> 2, (7.39)

e verificar que o grafico da densidade de t aproxima-se bastante de uma N(0,1) quan-
do v é grande. Veja a Figura 7.28.

Figura 7.28: A distribuicdo t de Student e a distri-
buicdo normal padréo.

A
N(, 1)

/ \ i(v)

— N~

—t te

Como essa distribuicdo é bastante utilizada na pratica, existem tabelas fornecendo
probabilidades relativas a ela. A Tabela V fornece os valores de t_tais que

Pt <t(y) <t)=1-p, (7.40)

para alguns valores de p e de v.

O nome Student vem do pseud6énimo usado pelo estatistico inglés W. S. Gosset,
que introduziu essa distribuicdo no inicio do século passado.
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Exemplo 7.15. Se v = 6, entdo, usando a Tabela V, P(-1,943 < t(6) < 1,943) = 0,90, ao
passo que P(t(6) > 2,447) = 0,025. Observe que, nessa tabela, ha uma linha com v = o, que
corresponde a usar os valores da N(0,1). Para n > 120 essa aproximagdo é muito boa.

7.7 .4 A Distribuicao F de Snedecor

Vamos considerar agora uma v.a. definida como o quociente de duas variaveis
com distribuicdo qui-quadrado.

O seguinte teorema, que ndo serd demonstrado, resume 0 que nos vai ser Util.

Teorema 7.2. Sejam U e V duas v.a. independentes, cada uma com distribuigdo qui-
quadrado, com v, e v, graus de liberdade, respectivamente. Entdo, a v.a.

_ Uy,
Viv,

(7.41)

tem densidade dada por

vi/2 vy —
otwi v 1) = (LSBT

POW2TV2)\ v, ) @+ a7

Diremos que W tem distribuicdo F de Snedecor, com v, e v, graus de liberdade, e
usaremos a notacdo W ~ F(v,, v,). Pode-se mostrar que

2
Y2 o var(w) = 2v3(vi + v, = 2)

EW) =5 (v, - 27 (v, - 4)

(7.43)

O gréfico tipico de uma v.a. com distribuicdo F estd na Figura 7.29. Na Tabela VI
sdo dados os pontos f, tais que

P{F(v;, v,) > f} = ¢,

para o = 0,05, o = 0,025 e alguns valores de v; e v,. Para encontrar os valores inferio-
res, usa-se a identidade

F(vi, v,) = LF(v,, V). (7.44)

Figura 7.29: Grdfico de distribuicdo F.

g(w)

=Y

of f,
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Exemplo 7.16. Considere, por exemplo, W ~ F(5, 7). Consultando a Tabela VI,
P(F > 3,97) = 0,05 ou, entdo, P(F = 3,97) = 0,95. Digamos, agora, que desejamos

encontrar o valor f  tal que P(F < f) = 0,05. Da igualdade (7.44) temos
0,05 = P{F(5,7) < f} = P{l/F(7,5) < f} = P{F(7,5) > 1A},

e procurando na Tabela VI, para F(7,5), obtemos 1/f, = 4,88 e, portanto, f = 0,205.

Na secdo de Problemas e Complementos apresentamos algumas outras distribui-
cOes de interesse, como a log-normal, Pareto, Weibull e beta.

Na Tabela 7.2 mostramos 0s principais modelos para v.a. continuas, incluindo: a
densidade, o dominio dos valores, os parametros, a média e a variancia.

Tabela 7.2: Modelos para variéveis continuas.

Modelo f(x) Pardmetros E(X), Var(X)
Uniforme UB-a),a<x<p o, B (o + B)2, (B— )12
Exponencia 1/B eV t>0 B B B
Normal L exp{(x_ ”)2}, —0 < X < % U, o U, o?
o\2n o
Gama B/T(0) x*~te*b, x>0 B>00>0 opf, of?
H drad 2 12 - 1a-yl2
. V2~ 1amy
Qui-quadrado TO2) yv2-lev2 y >0 % v, 2v
r(v+1)/2) ( t2>*<”1)’
t-Student ———— 1+ — ,—e<t<oo v 0, vI(v-2
r(v/2WNrv v (=2
r((Vl; VZ)> v, \ 2 uzt V. 2vi(vy + v, = 2)
F-Sned (_1>7 w w> 0. 2 > W1 2~
nececer ARG AN " Vi Y2 Va—=2" (v, =22 (v, - 4)
r 2 r 2 1 Va ’

7.8 Quantis

No Capitulo 6 definimos o p-quantil Q(p) como o valor da v.a. discreta X satisfa-
zendo as duas desigualdades de (6.26).

No caso de uma v.a. continua X, essa definicdo torna-se mais simples. Se F(x)
designar a f.d.a. de X, temos que as desigualdades em (6.26) ficam:

PX'<Q(P) =FQMm) =p

(7.45)



194 CAPITULO 7 — VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

PX=Q((@)=1-PX<Q()=1-PX=Q(p)=1-FQ((@)=1-p

(7.46)

Mas (7.46) pode ser reescrita como
F(Q(p) = p. (7.47)
Portanto, de (7.45) e (7.47) chegamos a conclusdo de que o p-quantil deve satisfazer
F(Q(p) = p. (7.48)

Graficamente, temos a situacéo ilustrada na Figura (7.30). Ou seja, para obter
Q(p), marcamos p no eixo das ordenadas, consideramos a reta horizontal pelo ponto
(0, p) até encontrar a curva de F(x) e baixamos uma reta vertical até encontrar Q(p)
no eixo das abscissas. Analiticamente, temos de resolver a equacdo (7.48). Vejamos
alguns exemplos.

Figura 7.30: Definicdo de Q(p)  (a) f.d.a. (b) f.d.p.

F(x) 4
f(x)

>y

Qp) * Qp)
(a) (b)

Exemplo 7.17. Se Z ~ N(O0, 1), utilizando a Tabela Il encontramos facilmente que
Q(0,5)=Q,=0,
Q(0, 25) = Q, = 0,675,
Q(0, 30) = -0,52,
Q(0,75) = Q, = 0,675.

Exemplo 7.18. Suponha que Y ~ Exp(2). Se quisermos calcular a mediana, Q,, tere-
mos de resolver

/OQZ f(y)dy = 0.5,
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ou seja,
Q,
-y/2 =
1/2/0 e dy = 0,5.
Obtemos
1-e%2=0,5,
do que temos, finalmente, Q, = -2¢n(0,5) = 1,386.

7.9 Exemplos Computacionais

Nesta secdo final, vamos dar alguns exemplos de como obter probabilidades acumula-
das para a normal e exponencial, usando o pacote Minitab. Isso também pode ser feito
com outros pacotes ou planilhas, bem como considerar outras distribui¢bes continuas.

Considere a v.a. continua X, com f.d.a. F(x) = P(X < x). O problema €, dado x,
calcular F(x), ou dado F(x), calcular x.

Exemplo 7.19. Suponha X ~ N(10, 25). Para obter F(x), para x = 8,65, usamos 0s
comandos CDF e NORMAL do Minitab. Por outro lado, se F(x) = 0,8269, entdo obte-
remos x usando os comandos INVCDF e NORMAL. Veja o Quadro 7.1.

Quadro 7.1 Obtengdo de x e F(x) para a Normal. Minitab.

MTB > CDF 8.65; MTB > INVCDF 0.8269;
SUBC > NORMAL 10,25. SUBC > NORMAL 10,25.
Cumulative Distribution Function Inverse Cumulative Distribution Function
Normal with mean = 10.0000 and standard Normal with mean = 10.0000 and standard
deviation = 25.0000 deviation = 25.0000

x PX<=x) PX<=x) x
8.6500 0.4785 0.8269 33.5496

Exemplo 7.20. O Quadro 7.2 mostra célculos similares para distribuicdo exponencial,
com média 0,5, ou seja, parametro = 2.

Quadro 7.2 Obtencdo de x e F(x) para a Exponencial. Minitab.

MTB > CDF 0.85; MTB > INVCDF 0.345;
SUBC> EXPONENCIAL 0.5. SUBC> EXPONENCIAL 0.5.
Cumulative Distribution Function Inverse Cumulative Distribution Function
Exponential with mean = 0.500000 Exponential with mean = 0.500000
x PX<=x) PX<=x) x
0.8500 0.8173 0.3450 02116

Exemplo 7.21. Podemos, também, construir o grafico de uma f.d.a, por meio de co-
mandos do Minitab. Suponha que Z ~ N(0,1). Como os valores de Z estdo concentra-
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dos no intervalo [-4, 4], podemos considerar um vetor de valores z = [—4,0; —3,9;
—3,8; ...; 3,8; 3,9; 4,0] e obter os valores da f.d.a. com o comando CDF. Depois, pedir
para plotar os pares (z, F(z)). O grafico esta na Figura 7.31.

Figura 7.31: Grdfico da f.d.a. da N(0, 1). Minitab.

1.0 1

() 0.5 -

0.0 A
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
z

7.10 Problemas e Complementos

28. Numa determinada localidade, a distribuicdo de renda (em reais) é uma v.a. X com f.d.p.

ix+i, 0osx<2
10 10
f =
) —ix+£, 2<X=<6b
40 20
0, x<0oux>6.

(a) Qual arenda média nessa localidade?
(b) Escolhida uma pessoa ao acaso, qual a probabilidade de sua renda ser superior a

$3.000,002

(c) Qual a mediana da varidvel?2

29. Se Xtiver distribuicdo uniforme com parémetros e 8, mostre que:

_o+p
(a) E(X) = >
(b) Var(X) = (8- @)¥12.
0, X< o
(c) F(x)= ;:g,aixgﬁ
1, x> .

30. Complete a tabela abaixo, que corresponde a alguns valores da fungéo
Gu)=P(0=sU=u),

definida na se¢do 7.4.1, com U uma v.a. uniforme no infervalo (-1/2, 1/2).
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31.

32.

33.

34.

35.

Probabilidades p, tais que p=P(0 < U < u)

Primeira decimal de u Segunda decimal de u Primeira decimal de u
00 0 1 9 00
01 01
0.2 02
03 03
04 04
05 05

Dada a v.a. X, uniforme em (5, 10), calcule as probabilidades abaixo, usando a tabela do
problema anterior.

(@) P(X<7) (c) P(X > 8,5)

(b) P(8 < X < 9) (d) P(|X=75]>2)

Se X ~ N(u, 6?), calcular E(X) e Var(X).

[Sugestdo: Fazendo a transformacéo de varidveis X = i+ ot, obtemos que E(X) =

M [Tetrdt + 9 [T te® gt A primeira infegral resulta or qué?) e a segunda
Vﬂ/—x V2n/_x P g M (por qué?) g
anula-se, pois o integrando é uma funcéo impar. Para obter a varidncia, obtenha E(X?)
por integracdo por partes.]

As notas de Estatistica Econémica dos alunos de determinada universidade distribuem-se
de acordo com uma distribuicdo normal, com média 6,4 e desvio padrédo 0,8.
O professor atribui graus A, B e C da seguinte forma:

Nota Grau

x<5 C
5<x<7,5 B
75<x<10 A

Numa classe de 80 alunos, qual o nimero esperado de alunos com grau A2 E com grau
B2 EC?

O peso bruto de latas de conserva é uma v.a. normal, com média 1.000 g e desvio
padréo 20 g.
(a) Qual a probabilidade de uma lata pesar menos de 980 g2

(b) Qual a probabilidade de uma lata pesar mais de 1.010 g2

Adistribuigdo dos pesos de coelhos criados numa granja pode muito bem ser representada
por uma distribuicdo normal, com média de 5kg e desvio padrédo de 0,8 kg. Um abatedouro
compraré 5.000 coelhos e pretende classificé-los de acordo com o peso, do seguinte modo:
20% dos leves como pequenos, os 55% seguintes como médios, os 15% seguintes como
grandes e os 10% mais pesados como extras. Quais os limites de peso para cada classe?
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Uma enchedora automdtica de garrafas de refrigerantes estd regulada para que o volume

médio de liquido em cada garrafa seja de 1.000 cm? e o desvio padréo de 10 cm?. Pode-se

admitir que a varidvel volume seja normal.

(@) Qual é a porcentagem de garrafas em que o volume de liquido é menor que 990 cm®2

(b) Qual é a porcentagem das garrafas em que o volume liquido néo se desvia da média
em mais que dois desvios padrées?

(c) O que acontecerd com a porcentagem do item (b) se a mdaquina for regulada de
forma que a média seja 1.200 cm? e o desvio padréo 20 cm?®2

O diadmetro de certo tipo de anel industrial € uma v.a. com distribuicdo normal, de média
0,10 cm e desvio padréo 0,02 cm. Se o didmetro de um anel diferir da média em mais que
0,03 cm, ele é vendido por $5,00; caso contrério, é vendido por $10,00. Qual o preco
médio de venda de cada anel?

Uma empresa produz televisores e garante a restituicdo da quantia paga se qualquer televi-
sor apresentar algum defeito grave no prazo de seis meses. Ela produz felevisores do tipo A
(comum) e do tipo B (luxo), com lucros respectivos de $1.000,00 e $2.000,00, caso néo
haja restituicdo, e com prejuizos de $3.000,00 e $8.000,00, se houver restituicdo. Suponha
que o tempo para a ocorréncia de algum defeito grave seja, em ambos os casos, uma v.a.
com distribuic@o normal, respectivamente, com médias 9 meses e 12 meses, e varidncias 4
meses? e 9 meses?. Se fivesse de planejar uma estratégia de marketing para a empresa, vocé
incentivaria as vendas dos aparelhos do tipo A ou do tipo B2

Determine as médias das v.a. X, Y e Z:
(a) Xuniformeem (1,3),Y=3X+4,Z=¢x
(b) Xtemfd.p.f(x)=e>,x>0,Y=X2Z=3/(X+1)>2

Suponha que X tenha distribuicdo uniforme em [-a, 3a]. Determine a média e a variéincia
de X.

Se T tiver distribuicéo exponencial com parédmetro 5, mostre que:
(a) E(T) =B (b) Var(T)=p2

Os dados a seguir representam uma amostra de firmas de determinado ramo de atividade
de uma regido. Foram observadas duas varidveis: faturamento e nimero de empregados.

Faturamento Ne de empresas
O 10 18
\ - 10 50 52
Ne de empregados | Ne de empresas 50 100 0
OF 20 35 100+ 200 26
20— 50 75 200 400 24
50100 45 400+ 800 20
100 200 30 800 1600 16
200 400 15 1600 3200 14
400 800 8 3200 6400 6
>800 2 > 6400 4
Total 210 Total 210
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43.

44,

45.

46.

(a) Calcule a média e a variancia para cada variavel.

(b) Supondo normalidade para cada uma dessas varidveis, com pardmetros estimados
pela amostra, calcule os valores esperados para cada intervalo de classe e compare
com o observado.

Suponha que a v.a. X tenha densidade f(x) =1, para 0<x < 1 e igual a zero no comple-
mentar. Faca Y = X2

(a) Determine F (y)=P(Y=<Yy), yreal.

(b) Determineafd.p.de.

(c) Calcule E(X?), utilizando a f.d.p. de X.

(d) Calcule E(Y), utilizando af.d.p. de Y, e compare com (c).

Dada a v.a.

determine a média e a varidncia de Z, sabendo-se que a f.d.p. de X é
f(x)=e>* x>0,

(a) Prove que, se a.forinteiro positivo, T'(¢) = (.= 1)!.

(b) Prove que T'(ax + 1) = oI'(c).

(c) Calcule T'(1) e T'(1/2).

(d) Prove que a média e a variéncia de uma v.a. X com distribuicdo gama (densidade
em (7.32)) sGo, respectivamente, aff e o3>

Distribuicéo de Pareto. Esta € uma distribuicdo freqientemente usada em Economia, em
conexdo com problemas de distribuicéo de renda.
Dizemos que a v.a. X tem distribuicao de Pareto com parémetros >0, b > 0 se suaf.d.p.
for dada por
{ alb (b/x)**t, x=b

0, x<bh.

f(x) =

Aqui, b pode representar algum nivel minimo de renda, X é o nivel de renda e f(x) Ax dé a
proporcéo de individuos com renda entre X e X + Ax. O gréfico de f(X) estd na figura abaixo.

f(x) 4
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(a) Prove que/ f(x)dx = 1.
(b) Mostre que, para o > 1, E(X) = ob e para o> 2, Var(X) = LZ
a-1 (a-D)¥cx-2)
47. Distribuicéo lognormal. Outra distribuicdo usada quando se t8m valores positivos é a
distribuicéo lognormal. A v.a. X tem distribuicdo lognormal, com parémetros i e 62,
-0 < <o, 02>0,seY = ¢hX tiver distribuicdo normal com média u e variéncia 62.
Af.d.p. de X tem a forma
1 71/2<(’nx - #)2
—e " /), sex>0
f(x)=9 xoV2rm
0, sex < 0.
O gréfico de f(X) estd na figura abaixo.
f(z) 4
0 X
(a) Prove que E(X) = eu+ o,
(b) Se E(X)=m, prove que Var(X) =m?e”-1).
48. Suponha que X tenha distribuicdo exponencial com pardmetro . Prove que
P(X>t+x)
— - =P(X>1),Vt,x=0.
P(X=x) X7
Essa propriedade nos diz que a distribuicdo exponencial ndo tem meméria. Por exemplo, se
Xfor a vida de um componente eletrénico, a relacéo acima diz que, se o componente durou
até o instante X, a probabilidade de ele ndo falhar apds o intervalo t+x é a mesma de néo
falhar apés o instante t. Nesse sentido, X “esquece” a sua idade, e a eventual falha do
componente ndo resulta de uma deterioracdo gradual e sim de alguma falha repentina.
49. Se Xforuma v.a. continua, com f.d.p. f(x), e se Y =g(X) for uma funcéo de X, entdo Y seré

uma v.a com
E(Y)= | g0f(0)dx.

Suponha que X tenha densidade

_ | )e, Xx<0
) _{ e, x>0

Obtenha E(Y), se Y = | X].
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50. Se X for uniforme no infervalo [0, 1], obtenha a média da v.a. Y = (¥2)X2.

51.

52.

53.

54.

55.
56.
57.

Distribuicdo de Weibull. Um modelo que tem muitas aplicagées na feoria da confiabilidade é
o modelo de Weibull, cuja f.d.p. é dada por
B-1g-on” =0
f(x) = opxr-—-e™, X =
09 { 0, X <0,

onde e ffsdo constantes positivas. A v.a. X pode representar, por exemplo, o tempo de
vida de um componente de um sistema.

(a) Se B=1, qual af.d.p. resultante? (b) Obtenha E(X) para f=2.

Distribuicao Beta. Uma v.a. X tem distribuicao beta com parémetros o> 0, B> 0, se sua
f.d.p. for dada por
1
XY (1-x)A-1, 0<x<1
(9 =1 B(a, ) )
0, caso contrario.

Aqui, B(e, B) é a funcao beta, definida por

B(a, f) = /0] x =11 — x)B-1dx.

E possivel provar que B(¢;, B) = T(0) T(B)/T(ex + B). Afigura abaixo mostra a densidade
da distribuicéo beta para @ = 8 = 2. Para esse caso, calcule P(X < 0,2). Calcule a
média e a variéncia de X para a=f = 2.

f(x) A
151 ——
|
|
[
[
|
|
[
[
I »
0 0,5 1 X
a=pf=2
Se na distribuicdo t de Student colocarmos v = 1, obteremos a distribuicdo de Cauchy,
_1 1
=7 1o

Mostre que E(X) ndo existe.

Obtenha o gréfico da f.d.a. de uma v.a. T ~ Exp(0, 5), ou seja, E(T) =2, considerando
20 valores de T e calculando os valores de F(t), como na secéo 7.9.

Idem, para 30 valores de uma uniforme no intervalo [-1,1].
Obtenha os quantis Q(0,1), Q,, Q,, Q,, Q(0,9) para uma v.a. X ~ N(10; 16).

Resolva a mesma questdo para uma v.a. Y ~ X2(5).
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58.

59.

60.

Para uma v.a. com distribuicdo qui-quadrado, com v graus de liberdade e v par, vale a
seguinte férmula:

vi2-1 j
PaAv)>c)=e= @{
j=o J:

Calcule essa probabilidade para os seguintes casos e compare com os valores tabelados
na Tabela IV:

(@) v=4,c=9488; (b) v =10, c =16.

Usando a aproximagéo normal a uma varidvel qui-quadrado, calcular:
(a) P(X*(35) > 49,76); (b) o valory tal que P(X%(40) > y) = 0,05.

Se X ~ N(u , 6%), com densidade f(x) dada por (7.17), provemos que a integral
I =/ f(x)dx=1. Como esta integral é sempre positiva, mostremos que 12=1. Novamente,
como no Problema 32, fazemos a transformacdo X = u + ot e obtemos
1=+ e +)2qsdt , onde os limites de integracéo sGo — « e . Agora fazemos
outra transformacéo, passando de coordenadas cartesianas para polares: s=rcos 6, t=
r sen 6, de modo que dsdt = r drd6. Segue-se, integrando primeiro com relagéo a r e

depois com relagéo a 6, que

z_i I po o _i 2”_42/20@ _i o
= fo e rdrde_zﬂj; [—e ]0019_27“[0 d9=1.



Capitulo 8

Varidveis Aleatdrias
Multidimensionais

8.1 Distribuicdo Conjunta

Em muitas situacOes, ao descrevermos os resultados de um experimento, atribuimos
a um mesmo ponto amostral os valores de duas ou mais variaveis aleatorias. Neste capi-
tulo, iremos nos concentrar no estudo de um par de varidveis aleatorias, indicando que
0s conceitos e resultados apresentados estendem-se facilmente a um conjunto finito de
variaveis aleatorias. Um tratamento mais completo é dado ao caso de varidveis discretas,
nas secdes 8.1 a 8.4.

Exemplo 8.1. Suponha que estamos interessados em estudar a composi¢do de familias
com trés criangas, quanto ao sexo. Definamos:

X = ndimero de meninos,
{ 1, se o primeiro filho for homem

0, se o primeiro filho for mulher,

Z = nimero de vezes em que houve variacdo do sexo entre um nascimento e outro,
dentro da mesma familia.

Com essas informacdes, e supondo que as possiveis composi¢fes tenham a mes-
ma probabilidade, obtemos a Tabela 8.1, onde, por exemplo, o evento HMH indica
que o primeiro filho € homem, o segundo, mulher e o terceiro, homem.

As distribuicBes de probabilidades das v.a. X, Y e Z podem ser obtidas dessa tabela
e sdo dadas na Tabela 8.2.
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Tabela 8.1: Composicdo de familias com trés
criangas, quanto ao sexo.

Eventos | Probabilidade | X | Y | Z
HHH 1/8 3 1 0
HHM 1/8 2 1 1
HMH 1/8 2 1 2
MHH 1/8 2 0 1
HMM 1/8 1 1 1
MHM 1/8 1 0 2
MMH 1/8 1 0 1
MMM 1/8 0 0 0
Tabela 8.2: Distribuicdes de probabilidades unidimensionais.
(a) (b) (c)
X 0 1 2 3 y 0 1 z 0 1 2
b | 178 | 3/8 | 3/8 | 1/8 o) | 1/2 | 172 0@ | 1/4 | 172 | 1/4

A Tabela 8.3 apresenta as probabilidades associadas aos pares de valores nas variaveis
X e'Y. Nessa tabela, p(x, y) = P(X = x, Y =y) denota a probabilidade do evento{X =xe Y =y} =
= {X =x} N {Y = y}. Essa tabela é denominada distribui¢cdo conjunta de X e Y.

Tabela 8.3: Distribuicéio bidimensional

dav.a. (X Y).
(xy) p(x, y)
(0,0) 1/8
(1,0) 2/8
(1,1) 1/8
(2,0) 1/8
(2,1) 2/8
(3,1) 1/8

A partir da Tabela 8.1 podemos formar também as distribui¢cbes conjuntas de X e Z,
de Y e Z, bem como a distribuicdo conjunta de X, Y e Z, que estd dada na Tabela 8.4.

Tabela 8.4: Distribuicdio conjunta das

va. X, YeZ.
(x.y.2) p(x,y.z)
(0,0,0) 1/8
(1,0,1) 1/8
(1,0,2) 1/8
(1,1,1) 1/8
(2,0,1) 1/8
(2,1,1) 1/8
2,1,2) 1/8
3,1,0) 1/8
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Aqui, p(x, Y, z) = P(X=x, Y =y, Z = z). Vamos nos fixar nas distribui¢des bidimensionais,
isto é, nas distribuicBes conjuntas de duas variaveis. Nesse caso, uma maneira mais comoda
de representar a distribuicdo conjunta € por meio de tabelas de duplas entradas, como na
Tabela 8.5, onde temos representada a mesma distribuicdo de X e Y, dada antes na Tabela 8.3.

Tabela 8.5: Distribuicdo conjunta de X e Y, como uma tabela de dupla entrada.

Y X 0 1 2 3 p(Y)
0 1/8 2/8 1/8 0 1/2
: 0 1/8 2/8 1/8 1/2

0(¥) 1/8 3/8 3/8 1/8 ]

A representacdo grafica de variaveis aleatdrias bidimensionais (X, Y) exige grafi-
cos com trés eixos: um para a v.a. X, outro para a v.a. Y e um terceiro eixo z para a
probabilidade conjunta p(x, y). A Figura 8.1 representa a distribuicdo conjunta resumida
na Tabela 8.5. A dificuldade em desenhar e interpretar tais graficos nos leva, muitas
vezes, a evitar o uso desse recurso tdo valioso.

Figura 8.1: Representagdo gréfica da v.a.
(X, Y) da Tabela 8.5.

Z=p(x, V)4
0,375
0,250 - ——¢
|
|
0,125 ——-tT——r
I |
* 11 |?
0l /|l ] _
LA
y

Uma tentativa de representar distribuicdes de probabilidades discretas em duas
dimensdes é o grafico de curvas de niveis. Esse € 0 mesmo recurso utilizado em mapas
geogréaficos sobre relevos, indicando-se por meio de linhas as cotas (alturas) de mes-
ma intensidade em uma regido. Curvas de niveis podem ser usadas também em mapas
meteoroldgicos, de marés etc.

Embora tais mapas sejam usados principalmente para varidveis continuas, vamos
exemplificar abaixo sua construgéo para os dados da Tabela 8.5. Notamos que existem valores
apenas para as probabilidades 0, 1/8, 2/8 e 3/8, e cada um deles define um conjunto de
pontos. Por exemplo, correspondendo a probabilidade 1/8 temos o conjunto de pontos (0, 0),
(1, 1), (2, 0) e (3, 1). Na Figura 8.2 (b) representamos esses pontos, que corresponderiam a
“curva de nivel” para a cota 1/8. De modo analogo tracariamos as demais curvas de niveis. A
Figura 8.2 (e), reunindo todos os resultados, seria “equivalente” a Figura 8.1. Assim, 0s
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pontos representados por x formariam a curva de nivel da cota 1/8; os pontos representados
por o formariam a curva de nivel com cota (probabilidade) 2/8, e assim por diante. Esse
recurso é mais bem visualizado para variaveis continuas, como na Figura 8.17.

Figura 8.2: Curvas de niveis para a Tabela 8.5. (a) p(x, y) =0 (b)
p(x, y) = 1/8 (c) p(x, y) = 2/8 (d) todas as cotas

yA yA
L] 1 X X
5 > >
0 1 2 3 X 0 1 2 3 X
(a) (b)
yA Y
1 fo) le X [e) X
@ i @ X =2 >
0 1 2 3 x 0 1 2 3 x
(c) (d)

8.2 Distribuicoes Marginais e Condicionais

Da Tabela 8.5 podemos obter facilmente as distribuices de X e Y. A primeira e Gltima
colunas da tabela dao a distribuicdo de Y, (y, p(y)), enquanto a primeira e ltima linhas da
tabela dédo a distribuicdo de X, (x, p(x)). Essas distribuicdes sdo chamadas distribuicdes
marginais.

Observamos, por exemplo, que

PX=1)=PX=1,Y=0)+P(X=1,Y=1)=2/8+1/8=23/8

P(Y=0=P(X=0,Y=0)+P(X=1,Y=0)+P(X=2,Y=0)+P(X=3,Y=0)
=1/8+2/8+1/8+0=1/2.

Portanto, para obter as probabilidades marginais basta somar linhas e colunas.

Quando estudamos os aspectos descritivos das distribuicdes com mais de uma varia-
vel, vimos que, as vezes, é conveniente calcular propor¢des em relagdo a uma linha ou
coluna, e ndo em relacdo ao total. Isso é equivalente aqui ao conceito de distribuicdo
condicional. Por exemplo, qual seria a distribuicdo do nimero de meninos, sabendo-se
que o primeiro filho é do sexo masculino? Ou seja, queremos calcular a probabilidade
P(X = x|y = 1). Da defini¢do de probabilidade condicional, obtemos

P(X=xY =1) = % = p(xY = 1), (8.1)

para x = 0, 1, 2, 3. Pela Tabela 8.5 obtemos, por exemplo,
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= = = = :P—(XZZ’Y:]'):&:
p2Y =1)=P(X =2 = 1) SV D) =12

Do mesmo modo, obtemos as demais probabilidades, e a distribui¢do condicional
de X, dado que Y = 1, esta na Tabela 8.6.

Tabela 8.6: Distribuigéo condicional de X, dado que Y = 1.

X 1 2 3
p(xlY = 1) 1/4 1/2 1/4

Observe que >, p(xly = 1) =p(0)Y = 1) + ... + p(3)y =1) = 1.
Do mesmo modo, podemos obter a distribuicdo condicional de Y, dado que X = 2,
que esta na Tabela 8.7.

Tabela 8.7: Distribuicdio condicional de Y, dado que
X=2.

y 0 1
p(y[X=2) 1/3 2/3

Podemos generalizar o que foi dito acima para duas v.a. X e Y quaisquer, assumin-
do os valores x,, X,, ..., X_ € Y., ¥,, ..., ¥, respectivamente.

Definicao. Seja x,, um valor de X, tal que P(X = x) = p(x) > 0. A probabilidade

PX=x,Y=y))
P(X=x)

P(Y = yj\X =X)= , 1=1..,m, (8.2)

é denominada probabilidade condicional de Y =y, dado que X = X

Como observamos acima, para x; fixado, os pares (yj, P(Y = yj|X =x)),j=1 .,m,
definem a distribuicdo condicional de Y, dado que X = x, pois

N — — _mP(Y:ynX:Xi)_P(X:Xi)_
L =yX=x)= 2, PX=x)  PX=x)

Considere a distribui¢cdo condicional de X, dado que Y = 1, da Tabela 8.6. Podemos
calcular a média dessa distribuicdo, a saber

E(X[Y=1)=1><‘l:+2><g‘+3xj4‘=2.

Observe que E(X) = 1,5, ao passo que E(X|Y = 1) = 2.
De modo geral temos a seguinte definicéo.
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Definicao. A esperanca condicional de X, dado que Y = Y é definida por
E(X]Y = yj) = iélxiP(X =x[Y = yj).

Uma definicdo analoga vale para E(Y|X = x).

Exemplo 8.2. Para a distribuigdo condicional de Y, dado que X = 2, da Tabela 8.7, temos

= = X = 4+ — —.

Exemplo 8.3. Considere, agora, a distribuicdo conjunta das variaveis Y e Z, definidas
no Exemplo 8.1. Da Tabela 8.1 obtemos a Tabela 8.8. Aqui, observamos que

P(Z=zY=
B
para quaisquer z =0, 1, 2 ey = 0, 1. O que significa dizer que
P(Z=z,Y=y)=P(@Z=2)P(Y=Yy),
isto é, a probabilidade de cada casela é igual ao produto das respectivas probabilida-
des marginais. Por exemplo,

P(Z=zy=y)=

2

PEZ=1Y=1)= 3

_2 1 e _
= %5 =P@=DP(Y=1).

Tabela 8.8: Distribuicdo conjunta de Y e Z.

y ‘ 0 1 2 p(y)

0 1/8 2/8 1/8 1/2

1 1/8 2/8 1/8 1/2
p(2) 1/4 2/4 1/4 1

Também é verdade que
P(Y=ylz=2)=P(Y=Yy)

para todos os valores de y e z. Dizemos que Y e Z sdo independentes.

Definicdo. As varidveis aleatdrias X e Y, assumindo os valores X;, X,, ... € Y, ¥, ...,
respectivamente, sdo independentes se, e somente se, para todo par de valores (X, y))
de X e Y, tivermos que

PX=x,Y=Yy)=PX=x)P(=y). (8.3)
Basta que (8.3) ndo se verifique para um par (X, yj), para que X e Y ndo sejam indepen-
dentes. Nesse caso diremos que X e Y sdo dependentes.
Essa definicdo pode ser estendida para mais de duas variaveis aleatorias.
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Problemas

1. Lancam-se, simultaneamente, uma moeda e um dado.

(a) Determine o espaco amostral correspondente a esse experimento.

(b) Obtenha a tabela da distribuicdo conjunta, considerando X o nimero de caras no
lancamento da moeda e Y o nimero da face do dado.

(c) Verifique se X e Y séo independentes.

(d) Calcule:

P(X=1)

. PX=<1)

P(X<1)

P(X=2,Y=3)

P(X=0,Y<4)

6. P(X=0,Y=1)

O~ WN —

2. Atabela abaixo dé a distribuicdo conjunta de X e Y.
(a) Determine as distribuicdes marginais de X e Y.
(b) Obtenha as esperancas e variéincias de X e Y.
(c) Verifique se X e Y s@o independentes.

(d) Calcule P(X=1Y=0) e P(Y=2|X=3).
(e) CalculeP(X<2)eP(X=2,Y<1).

y X 1 2 3
0 0,1 0,1 0,1
1 0,2 0 0,3
2 0 0,1 0,1

3. Considere a distribuicao conjunta de X e Y, parcialmente conhecida, dada na tabela abaixo.
(a) Complete atabela, considerando X e Y independentes.
(b) Calcule as médias e varidncias de X e Y.
(c) Obtenha as distribuicdes condicionais de X, dado que Y =0, e de Y, dado que X =1.

y K - 0 1 | P(Y=y)
1 12
0 1/3
1 1/4 1/4

P(X=x) 1

8.3 Funcoes de Variaveis Aleatérias

Retomemos a Tabela 8.5, que da a distribuicdo conjunta das varidveis aleatorias X e Y.
A partir dela, podemos considerar, por exemplo, av.a. X+ Y,ouava. XY.AsomaX +Y é
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definida naturalmente: a cada resultado do experimento, ela associa a soma dos valores de
XeY,isto g,
X+Y)(w) = X(w) + Y(w). (8.4)
Do mesmo modo,
XY )N w) = X(w) Y (w). (8.5)

Podemos, entdo, construir a Tabela 8.9.

Tabela 8.9: Funcdes de varidveis aleatérias.

x.y) X+Y XY p(x., Y;)
(0, 0) 0 0 1/8
(0,1) 1 0 0
(1,0) 1 0 2/8
(1,1) 2 1 1/8
(2,0) 2 0 1/8
(2, 1) 3 2 2/8
(3,0) 3 0 0
(3,1) 4 3 1/8

A partir dessa tabela, obtemos as distribuicdes de X +Y e XY, ilustradas nas Tabelas
8.10 e 8.11.

Tabela 8.10: Distribuicdo de X +Y.

X+y 0 1 2 3 4
p(x+y) 1/8 2/8 2/8 2/8 1/8

Tabela 8.11: Distribuicdo de XY.

Xy 0 1 2 3
p(xy) 4/8 1/8 2/8 1/8

Vimos, no Capitulo 6, como calcular a esperanca de uma v.a. Para as v.a X e Y da
Tabela 8.5, temos:

_ 1 3 3 1_12 _
E(X)-0><—8+1X—8 +2><—8+3><—8 5 1,5,
1 1
= - 4+ —_ = .
E(Y) 0><2 1><2 0,5
Da Tabela 8.10, obtemos
1 2 2 2 1 16
+ = X = 4+ X — + X — + X — + X = — = 2.
E(X+Y)=0 8 1 8 2 3 3 3 4 3 3 2
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Notamos que E(X + Y) = E(X) + E(Y). Poderia ser uma simples coincidéncia, mas
essa relacdo é de fato verdadeira.

Teorema 8.1. Se X for uma v.a. com valores x,, ..., X € probabilidades p(x,), ..., p(X,),

Y for uma v.a. com valores y,, ..., y, e probabilidades p(y,), ..., p(y,), & se p(X, yj) =
P(X = X,Y = yj), i=1..,nj=1,.., mentdo
E(XX +Y) = EX) + E(Y). (8.6)

Prova. Observando a Tabela 8.9, podemos escrever

E(C+Y) = 22 (5 + )P, )

= 2 2 XPG )+ 2 2P, ) 8.7)

i=1j=1

Mas, para um i fixo, ij:l p(x,, yj) = p(x,), e para um j fixo, ZLp(xi, yj) = p(yj), logo,
podemos escrever

E() = 2xp0) = Sx2p0, 1) = 5 2 xpX, y)
E(Y) = jily,wo(y,-) = Jilyélp(xi, y) = Zl Jizly,-p(xi, %)

Comparando essas duas Ultimas relacBes com (8.7), obtemos a relacdo (8.6).

Do que foi visto acima, podemos concluir que, se X e Y sdo duas v.a. nas condi¢des
do Teorema 8.1, e se g(X, Y) for uma funcdo de X e Y, entdo

Efg(X, Y)] = ii:“i:lg(xi, Y)P(X V). (8.8)

Exemplo 8.4. Da Tabela 8.9 temos

E(XY)=0><%+0x0+0x%+1x%+2x§+0x0
1_8 _
+ 3 x 3-8 1.

E claro que o mesmo valor pode ser obtido da Tabela 8.11, isto é, se Z = XY e
p(z) = p(xy), entdo

E(Z):E(XY):OX%+1X%+2><%+3><%:1.

Observamos que, neste caso,

E(Z) = E(XY) =1 # E(X)E(Y) = (1,5) (0,5) = 0,75,
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ou seja, de modo geral, a esperanca de um produto de duas v.a. ndo € igual ao produto
das esperancas das v.a. No entanto, existem situacOes em que essa propriedade se
verifica. O teorema seguinte apresenta uma dessas situacoes.

Teorema 8.2. Se X e Y sdo varidveis aleatorias independentes, entdo
E(XY) = E(X) E(Y). (8.9)

Prova. Nas condigdes do Teorema 8.1, usando (8.8) e (8.3),

E(XY) = ii:ljilxiyjp(xi, y) = iilxiyjp(xi)p(yj),
logo,

E(XY) = 2 xp()2 y,p() = ECOE(Y).

A reciproca do Teorema 8.2 ndo é verdadeira, isto é, (8.9) pode ser vélida e X e Y
serem dependentes. Veja o Exemplo 8.7 abaixo.

Observacoes. (i) Se tivermos um numero finito de v.a. X, .., X, entdo (8.6) toma a forma
E(X, + ...+ X ) = EXX) + ... + E(X). (8.10)
(i) Se X, ..., X, forem v.a. independentes, entéo

E(XXX, ... X) = E(X) E(X,) ... E(X). (8.11)

Exemplo 8.5. Nas segdes 6.6.2 e 6.6.3 definimos a v.a. de Bernoulli e a v.a. binomial.
Seja X 0 nimero de sucessos em n provas de Bernoulli. Definamos

X =

{1, se no i-ésimo ensaio ocorreu sucesso

0, se no i-esimo ensaio ocorreu fracasso,
i =1, 2, .. n Entdo, segue-se que
X=X, +X,+ o+ X,
e X, ..., X sdo independentes. Se p = P(sucesso), entdo
E(X)=1xp+0x(1-p)=pi=1.,n
e, por (8.10),
E(X) = E(X) + ... + E(X) = np,

0 que demonstra a relacdo (6.16). A relacdo (6.17) sera demonstrada na secdo seguinte.
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| Problemas |
. No Problema 2, obtenha as distribuicées de X + Y e de XY. Calcule E(X +Y), E(XY),

10.

Var(X+Y), Var(XY).

. (@) No Problema 3, calcule E(X+Y) e Var(X +Y).

(b) Se Z=aX+hbY, calcule a e b de modo que E(Z) =10 e Var(Z) = 600.

. Dois tetraedros (dados com quatro faces) com as faces numeradas de um a quatro séo

lancados e os nimeros das faces voltadas para baixo séo anotados. Sejam as v.a.:
X: maior dos nimeros observados;

Y: menor dos nUmeros observados;

Z=X+Y.

(a) Construa a tabela da distribuicéo conjunta de Xe Y.

(b) Determine as médias e as variGncias de X, Y e Z.

. Numa urna tém-se cinco tiras de papel, numeradas 1, 3,5, 5, 7. Uma fira é sorteada e

recolocada na urna; entGo, uma segunda fira é sorteada. Sejam X, e X, o primeiro e o

segundo nimeros sorteados.

(a) Determine a distribuicéo conjunta de X; e X,.

(b) Obtenha as distribuicdes marginais de X, e X,. Elas sdo independentes?

(c) Encontre a média e a variéncia de X, X, e X = (X + X,)/2.

(d) Como seriam as respostas anteriores se a primeira tira de papel néo fosse devolvida
& urna antes da segunda extracéo?

. Numa urna tém-se cinco bolas marcadas com os seguintes nimeros: -1, 0, 0, 0, 1.

Retiram-se trés bolas, simultaneamente; X indica a soma dos ndmeros extraidos e Y o
maior valor da trinca. Calcule:

(a) Funcéo de probabilidade de (X, Y).
(b) E(X) e Var(X).
(c) Var(X+Y).

. Dada a distribuicdo conjunta de X e Y abaixo, determine a média e a variéncia de:

(a) X+Y.
(b) XY.

1 2 3

—_

5/27 | 1/27 | 3/27
2 4/27 | 3/27 | 4/27
3 2/27 | 3/27 | 2/27

Suponha que X e Y tenham a seguinte distribuicdo conjunta:

X

0,1 0,2 0,3
0,1 0,1 0,0
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(a) Determine af.p. de X+Y e, a partir dela, calcule E(X +Y). Pode-se obter a mesma
resposta de outra maneira?

(b) Determine af.p. de XY e, em seguida, calcule E(XY).

(c) Mostre que, embora E(XY) =E(X) E(Y), X e Y ndo sdo independentes.

8.4 Covaridncia entre Duas Variaveis Aleatdrias

Vamos introduzir agora uma medida da relagdo linear entre duas varidveis aleatdrias.
Definicdo. Se X e Y sdo duas v.a., a covariancia entre elas é definida por
Cov(X, Y) = E[(X = ECX))(Y = E(Y))], (8.12)

ou seja, 0 valor médio do produto dos desvios de X e Y em relagdo as suas respectivas
médias.

Suponha que X assuma os valores x,, ..., X , € Y os valores y,, ..., y , e que P(X =
X, Y= yj) = p(x,, yj). Entdo, (8.12) pode ser escrita

Cov(X,Y) =2, JZ:l[xi - ECOIly, - E()Ip(x;, y,)- (8.13)
A formula (8.12) pode ser escrita de uma forma mais simples. Note que

Cov(X,Y) = E[XY = XE(Y) - YE(X) + E(X)E(Y)]
= E(XY) — E(X)E(Y) = E(Y)E(X) + E(X)E(Y),

ou seja,
Cov(X, Y) = E(XY) — E(X) E(Y). (8.14)
Exemplo 8.6. Para as v.a. X e Y do Exemplo 8.1 (veja a Tabela 8.5), obtemos
E(X) = 1,5, E(Y) = 0,5, E(XY) = 1,0,
de modo que
Cov(X, Y) = 1,0 - (1,5) (0,5) = 0,25.

Definicdo. Quando Cov(X, Y) = 0, dizemos que as varidveis aleatrias X e Y sdo néo
correlacionadas.

Exemplo 8.7. Consideremos a distribuicdo conjunta de X e Y dada pela Tabela 8.12.
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Tabela 8.12: Distribuicdo conjunta para o Exemplo 8.7.

X
y 0 1 2 p(y)
1 3/20 3/20 2/20 8/20
2 1/20 1/20 2/20 4/20
3 4/20 1/20 3/20 8/20
p(x) 8/20 5/20 7/20 1,00
Temos que:

_ox 8 5 ,ox T -
E(X)—0><ﬁ+1><20+2x20 0,95,
_1x 8 4 8
E(Y)—1><2O+2><20+3><20 2,00,

_ox 3 3 2 1 1
BXY)=0x 50 #1% 50 72750 ¥ 0% 20 v2% 35
2 4 1 3 _
+4x2—0 +0x 0 + 3 x 50 + 6 x 20 =1,90,

do que obtemos
Cov(X,Y) = 1,90 - (0, 95)(2,00) = 0.

Portanto, as v.a. X e Y desse exemplo sdo ndo-correlacionadas.

Exemplo 8.8. Retomemos o Exemplo 8.3, para o qual vimos que Y e Z sdo indepen-
dentes. E facil ver que E(Z) =1 e E(Y) = 1/2. Da Tabela 8.8 obtemos que E(YZ) = 1/2, do
que decorre que a covariancia entre Y e Z é zero.

De modo geral, se X e Y forem independentes, entdo (8.9) é valida, logo, por (8.14)
temos que Cov(X, Y) = 0.
Vamos destacar esse fato por meio da

Proposicdo 8.1. Se X e Y sdo duas variaveis aleatdrias independentes, entdo Cov(X, Y) = 0.

Em outras palavras, se X e Y forem independentes, entdo elas serdo néo-
correlacionadas. A reciproca néo é verdadeira, isto €, se tivermos Cov(X, Y) = 0, isso ndo
implica que X e Y sejam independentes. De fato, para as v.a. do Exemplo 8.7, a covariancia
entre X e Y € zero, mas X e Y ndo sdo independentes, como podemos facilmente verificar.

Podemos agora demonstrar o

Teorema 8.3. (a) Para duas v.a. X e Y quaisquer, temos

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y): (8.15)
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(b) se X e Y forem independentes, entdo
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y). (8.16)

Prova.
(@ Var(X +Y) = E[(X +Y) - E(X +Y)]J?
= E[X-EX) +Y -E(Y)]? = E[X - EX)]? + ELY - E(Y)]? + 2E[(X — ECX))(Y = E(Y))],
e da definicdo de covariancia, obtemos (8.15).
(b) A relacdo (8.16) segue imediatamente da Proposi¢cdo 8.1.

As relagOes (8.15) e (8.16) podem ser generalizadas para mais de duas variaveis.
Em particular, se X, ..., X sdo v.a. independentes, entdo

Var(X, + ... + X ) = Var(X)) + ... + Var(X ). (8.17)

Exemplo 8.5. (continuacdo) Temos que
Var(X.) = p(1 — p), paratodo i =1, ..., n,
logo
Var(X) = Var(X)) + ... + Var(X ) = np(1 - p),
0 que demonstra a relagéo (6.17).

Vamos introduzir agora uma medida que ndo depende das unidades de medida de
X e Y. O analogo descritivo para dois conjuntos de dados foi introduzido na secdo 4.5.

Definicao. O coeficiente de correlagdo entre X e Y é definido por

_ Cov(X,Y) (8.18)
X,Y)= =2 L

P = o)

Exemplo 8.9. Para X e Y do Exemplo 8.7, a covariancia entre X e Y é zero, logo p(X, Y)

= 0. Para X e Y do Exemplo 8.6, temos que Cov(X, Y) = 0,25. Verifique que Var(X) =

0,75, Var(Y) = 0,25, logo

0.25 = 058,

X, Y)= —=£2___ =
V)= e751025)

O seguinte resultado serda demonstrado no Problema 48.
Teorema 8.4. O coeficiente de correlacdo entre X e Y satisfaz a desigualdade

-1 < p(X, Y) < 1.

O coeficiente de correlacdo € uma medida da relacdo linear entre X e Y. Quando
p(X,Y) = +1, existe uma correlagdo perfeita entre X e Y, pois Y = aX + b. Se p(X, Y) = 1,
a>0,esep(X Y)=-1 a<0.0 grau de associacdo linear entre X e Y varia a medida
que p(X, Y) varia entre -1 e +1.
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As seguintes propriedades podem ser provadas facilmente (ver Problema 38). Se a
e b sdo constantes, entdo:

p(X+a,Y+h)=pXY), (8.19)
_ ab
p(ax, by) = b p(X,Y). (8.20)

Ou seja, se ab > 0, p(aX, bY) = p(X, Y) e se ab < 0, p(aX, bY) = —p(X, Y).

Exemplo 8.10. Ainda usando o enunciado do Exemplo 8.1, defina a v.a. W como sendo
0 “ntmero de meninas”. A distribuicdo conjunta de X e W esta na Tabela 8.13.

Tabela 8.13: Distribuicdo conjunta de X e W para o Exemplo 8.10.

X

W 0 1 2 3 p(w)

0 0 0 0 1/8 1/8

1 0 0 3/8 0 3/8

2 0 3/8 0 0 3/8

3 1/8 0 0 0 1/8
p(x) 1/8 3/8 3/8 1/8 1

E facil ver que
E(X) = E(W) = 1,5,
Var(X) = Var(W) = 0,75,
E(XW) = 1,5,

do que segue que Cov(X, W) = -0,75 e portanto p(X, W) = 1. Esse é um resultado
esperado, pois sabemos que X = 3 — W.

Para se analisar a possivel correlagdo entre duas v.a. X e Y é conveniente usar 0s cha-
mados diagramas de dispersao, que consistem no grafico dos pares de valores de X e Y.

Exemplo 8.11. Na Figura 8.3 temos os diagramas de dispersdo paraasv.a. XeYe X e
Z, do Exemplo 8.1.

Figura 8.3: Diagramas de dispersdo para as v.a. do Exemplo 8.1.

(a) XeY (b)X ez
Y z
24L 2+ . °
1 ° (i . 11 °2 °2
2
0 7 2 3 X 0 1 D 3 X
(a) (b)
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Na Figura 8.3(a), ao lado dos pontos (1, 0) e (2, 1), colocamos 0 ndmero 2, para mostrar
que esses pares tém probabilidades 2/8, ao passo que os demais tém probabilidades 1/8.

Exemplo 8.12. O diagrama de dispersdo das v.a. Y e Z do Exemplo 8.2 esta ilustrado
na Figura 8.4. Lembremos que, nesse caso, Y e Z sdo independentes.

Figura 8.4: Diagrama de disperséo
para as v.a. Y e Z do Exemplo 8.2.

Y
1 2 °

v2 A L
0] 1 2 7

Exemplo 8.13. Na Figura 8.5 temos o diagrama de dispersao das varidveis X e W do Exemplo
8.10. Observe que, nesse caso, existe uma relagao linear perfeita entre as duas variaveis.

Figura 8.5: Diagrama de disperséo para as v.a. X e W do

Exemplo 8.10.

Wi
30
2T ®3
11 o

} } ° >
0 1 2 3 X

| Problemas |
11. Para as v.a. X e Y do Problema 2 e usando os resultados do Problema 4, calcule Cov(X,Y)

e p(X,Y).
12. Considere a situacdo do Problema 10 do Capitulo 6.
(a) Obtenha as distribuicdes de X +Y e [ X =Y.
(b) Calcule E(XY), E(X/Y) e E(X+Y).
(c) Verifique se X e Y sdo independentes.
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13.

14.

15.

16.

17.

(d) Verifique se E(XY) =E(X) E(Y). O que vocé pode concluire
(e) Verifique se E(X/Y) = E(X)/E(Y).
() Calcule Var(X +Y). E verdade que Var(X +Y) = Var(X) +Var(Y)?2

Sejam X e Y com a distribuicéo conjunta da tabela abaixo. Mostre que Cov(X,Y) =0, mas
X eY ndo sdo independentes.

X

v -1 0 1
-1 0 1/4 0
0 1/4 0 1/4
1 0 1/4 0

Lancam-se dois dados perfeitos. X indica o ntmero obtido no primeiro dado e Y o maior
ou o nimero comum nos dois dados.

(a) Escreva por meio de uma tabela de dupla entrada a distribuicdo conjunta de Xe Y.
(b) Asduas varidveis séo independentes? Por qué?

(c) Calcule as esperancas e variancias de X e Y.

(d) Calcule a covariGnciaentre Xe Y.

(e) Calcule E(X+Y).

() Calcule Var(X+Y).

Uma moeda perfeita é lancada trés vezes. Sejam:

X: nimero de caras nos dois primeiros lancamentos;

Y: nUmero de caras no terceiro lancamento; e

S: ndmero total de caras.

(a) Usando a distribuicdo conjunta de (X, Y), verifique se X e Y sdo independentes. Qual
¢ a covarié@ncia entre elas?

(b) Calcule a média e a variéncia das trés varidveis definidas.

(c) Existe alguma relacéo entre os parGmetros encontrados em (b)2 Por qué?

Depois de um tratamento, seis operdrios submeteram-se a um teste e, mais tarde, mediu-se

a produtividade de cada um deles. A partir dos resultados apresentados na tabela ao lado,
calcule o coeficiente de correlacéo entre a nota do teste e a produtividade.

Operdrio Teste Produtividade
1 9 22
2 17 34
3 20 29
4 19 33
5 20 42
6 23 32

O exemplo a seguir ilustra que p = 0 ndo implica independéncia. Suponha que (X,Y)
tenha distribuicéo conjunta dada pela tabela abaixo.

(a) Mostre que E(XY)=E(X) E(Y), donde p=0.

(b) Justifique por que X e Y néo sdo independentes.
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X -1 0 1
Y
-1 1/8 1/8 1/8
0 1/8 0 1/8
1 1/8 1/8 1/8

8.5 Varidveis Continuas

Nesta secdo vamos considerar o caso de duas v.a. continuas, X e Y. Nesse caso, a
distribuicdo conjunta das duas variaveis é caracterizada por uma fungdo f(x, y), cha-
mada funcdo de densidade conjunta de X e Y, satisfazendo:

(@) f(x, y) = 0, para todo par (X, y);
() [/ f(x, yyixdy = 1;

©P@a=X<bc=Y=ds= /[T ydyix
A relacdo (b) nos diz que o volume sob a superficie representada por f(x, y) € igual
a 1. A relacdo (c) da a probabilidade do par (x, y) estar num retangulo de lados b-a e d-c.

Exemplo 8.14. Suponha que f(x, y) = 4xy, 0 < x < 1,0 <y < 1. Entdo, (a) esta satisfeita e

[ [axydxdy = 4/ xdx ['ydy = 4[x2):y22)t = 1
L ) dxydxdy = 4/ xdx | ydy = 4[x*/2] [y*/2]; = 1,

0 que mostra que (b) também est4 satisfeita.
Calculemos P(X < 1/2,Y < 1/2). A Figura 8.6 mostra o dominio de variacao de X e
Y e a regido para a qual X < 1/2, Y < 1/2. Logo, por (c),

PX<12Y<12)=PO<X<120<Y<1/2)

12 /2
= | |, axydxdy = 4[x2][y 21 = 116,

Figura 8.6: Dominio de variagdio de (X, Y)
para o Exemplo 8.14.
1
1

1/2

L—Q

2B

0 1/2 1




8.5 VARIAVEIS CONTINUAS 221

Exemplo 8.15. Suponha que a v.a. (X, Y) seja uniformemente distribuida no quadrado
Q da Figura 8.6. Isso significa que

Fx,y) = {c, se(x,y) € Q
’ 0, caso contrério. (8.21)

Como vimos, (b) acima vale, logo K /01 cdxdy = 1 e segue-se que ¢ = 1. Como a area de Q
¢ 1, na realidade ¢ = Zr . Veja a Figura 8.7.

ea(Q)

De modo geral, podemos representar a densidade bidimensional f(x, y) por uma
superficie no espaco tridimensional, como ilustra a Figura 8.8.

Figura 8.7: Densidade uniforme no quadra-
do de lado unitério, com densi-
dade condicional representada.

Se A for um evento, entdo a probabilidade P((X, Y) € A) sera representada pelo
volume sob a superficie, delimitado pela regido A, no plano (x, y), e pela superficie
cilindrica na Figura 8.8.

Figura 8.8: Densidade como uma superficie no
espaco e P((X,Y) € A)=P(A).

f(x,y) y

zn

P(A)

X

Se a densidade f(x, y) for positiva numa regido qualquer R do plano (x, y), uma v.a. diz-se
uniformemente distribuida sobre R se f(x, y) = 1/area(R), para (x, y) € R, e f(x, y) = 0 nos
demais pontos. Veja a Figura 8.9.
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Figura 8.9: Distribuigdo uniforme na regido R do plano (x, y).

plano pardlelo
o plano (x, y)

1/4rea(R)

X

Vimos que, no caso discreto, a partir da distribuicdo conjunta de duas v.a. X e Y, podiamos
determinar a distribuicdo marginal de cada varidvel. O mesmo ocorre para v.a. continuas.

Freqlientemente, usaremos a notacdo (X, Y) para denotar o par de v.a. e diremos que
essa é uma v.a. bidimensional. Usamos, também, a nomenclatura vetor bidimensional.

Definicédo. Dada a v.a. bidimensional (X, Y), com funcéo densidade de probabilidade
conjunta f(x, y), definimos as densidades marginais de X e Y respectivamente por

f,x) = [ f(x, y)dy (8.22)
f,) =/ fx, y)x (8.23)
Exemplo 8.16. Para as v.a. do Exemplo 8.14, temos

f.(x) = /014xydy = 4X[y2];= 2x, 0 < x

N

1,
1
f,(y) =/04xydx =2y, 0=sy=<1

Exemplo 8.17. Considere a v.a. (X, Y) com densidade conjunta

f(x,y) = ZTX 0<x<1 1<y<e.

Entdo, as densidades marginais sdo dadas por

(0= % dy = 2x[fn(y)l = 2x, 0<x<1,



8.5 VARIAVEIS CONTINUAS 223

12 2 21 1

Para o Exemplo 8.14, vemos que o produto das densidades marginais é igual a
densidade conjunta, para todo par (x, y) do dominio [0,1] x [0,1], que é o produto
cartesiano dos dominios de variacdo de X e Y. Dizemos que as v.a. sdo independentes.

Definicao. As variaveis aleatérias X e Y, com densidade conjunta f(x, y) e marginais
f(x) e f(y), respectivamente, sdo independentes se

f(x, y) =f (x) fy(y), para todo par (X, Y). (8.24)

Exemplo 8.18. Se a funcdo densidade conjunta de X e Y for dada por
f(x,y)=e>*¥, x>0,y>0,
entdo é facil ver que
fx(x) =eX x>0,
f,(y)=e” y>0,
de modo que X e Y sdo independentes.

As defini¢bes de covariancia, coeficiente de correlagdo etc. continuam, é claro, a
valer para v.a. bidimensionais continuas. Portanto, se X e Y sdo independentes, o coe-
ficiente de correlacdo entre elas é zero.

Exemplo 8.19. Calculemos o coeficiente de correlacdo entre X e Y, se a densidade
conjunta delas for

f(x,y)=x+y, 0<x<1, 0<y<l

Temos que as marginais sdo dadas por
F00=[x+y)dy=x+12, 0<x<1,
)= [ (x+y)dx=y+12 0<y<Ll
A partir delas, calculamos médias e variancias:
E(X) = [ x(x+ 1/2)dx = 7/12 = E(Y),
E(X?) = [x2x + 1/2)dx = 5/12 = E(Y?),
Var(X) = Var(Y) = 5/12 — 49/144 = 11/144.

Para calcular a covariancia entre X e Y necessitamos calcular

EXY) = [ [xy(x+y)dxdy = [[(v/3 + y2r2)dy = 113,
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Logo,
Cov(X,Y) = E(XY) = EX)E(Y) = 1/3 = (7/12)(7/12) = -1/144.
Finalmente, o coeficiente de correlacdo entre X e Y é dado por
_ Cov(X,Y) _ 1
X\ Y)y= =L =_~—.
PY) = o) - 11
___Problemas |
18. As v.a. X e Y t&m distribuic@o conjunta dada por
fx,y) = {%x(x—y), 0<x<2,-x<y<X

0, caso contrario.

a) Faca um gréfico do dominio de variacdo de x e y.
b) Prove que/_:/_:f(x, y)dxdy = 1.

c) Encontre asf.d.p. marginaisde XeY.

d) Encontre a P(X <1).

19. Suponha que as v.a. X e Y tenham f.d.p.

_ [e®», x>0,y>0
fixy)= [0, nos demais pontos.

(a) Calcule asf.d.p. marginaisde Xe Y.
(b) Calcule P(0<X<1,1<Y<2).
(c) Calcule p(X,Y).

8.6 Distribuicoes Condicionais Continuas

Nesta se¢do vamos tratar de obter a distribuicdo condicional de uma varivel, dado
que a outra assume um particular valor. Como sabemos, para uma v.a. continua X, a
P(X = x) =0, logo a definicdo a seguir tem de ser interpretada apropriadamente.

Definicdo. A densidade condicional de X, dado que Y =y é definida por

- fx )
fxy(x|y) - fy(y) ’ fy()’) > 0’ (825)
e a densidade condicional de Y, dado que X = x é definida por
- fx.y)
fx(YX) = =255, f,() > 0. (8.26)
YIX fX(X) X

A interpretagdo de (8.25), por exemplo, € a seguinte. Se Y =y, considere o plano
passando por y, e paralelo ao plano (x, z). Esse plano determina na superficie f(x, y) = z

a densidade condicional f, (xly;). Mesma interpretacdo vale para (8.26). Suponha,
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por exemplo, que X denote o salario de um conjunto de individuos e Y denote o consu-
mo deles. Entdo, fixado o consumo y,, a densidade condicional f,, (xly,) representa a
densidade dos salarios para aquele nivel fixado de consumo. Nas Figuras 8.7 e 8.10
ilustramos como essa densidade condicional pode ser representada.

Exemplo 8.20. Suponha que a densidade de (X, Y) seja dada por
f(x,y)=6(1-x-y), 0<x<1 0<y<1l-x

O dominio de variacdo dos pares (X, y) € o triangulo da Figura 8.11.

Figura 8.10:Densidade condicional de X, dado Figura 8.11: Dominio de variacdo de (X, Y)
que Y=y, para o Exemplo 8.20.
AM(x,y)=z plano paralelo

ao plano (x, z)

1 (1,1)

Lx+y=1

Temos, entdo, que as densidades marginais sdo dadas por:
(00 = 6L~ x - y)dy = 6y ~xy - 2= 3x - 1F, 0<x<1,

fo) =) Bl-x-y)dx=3(y-17 0<y<L.

Consequentemente, as densidades condicionais sdo

21 - x -

fX\Y(XIy)z W, 0<X<1—y,
21 —x -

fx(yX) = W’ O<y<l-x

Observe que f, . (x]y) define, de fato, uma densidade de probabilidade, para y fixa-

do. Temos que

XY

|t 0y)ax = [0 )l (y) dx = A78,(y) | f(x, y)dx = £, (), () = 1.

Por exemplo, se X = 0,5, f,,(y[X = 0,5) = 4(1 - 2y), 0 <y < 1/2. Essa é uma densida-
de que depende do valor observado de X. Assim,

1/2 1/2
PO<Y<12[X=05)=[ f,(y05dy=4/ (1-2ydy=1
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Dado que f, (xly) e f,,(yx) definem densidades de probabilidades, tem sentido em cal-
cular suas médias, variancias etc.

Definicao. A esperanca condicional de Y, dado que X = x, é definida por

E(YI) = [_yf,,(yx)dy. (8.27)
e definicdo analoga para E(X|y).

Note que E(Y|x) é uma funcdo de x, isto é, E(Y|x) = s(x), e é denominada curva de
regressdo de Y sobre x. Na realidade, E(Y|x) é o valor da variavel aleatéria E(Y|X). A
mesma interpretacdo deve ser dada para E(X|y). A Figura 8.12 ilustra esses conceitos.

Figura 8.12: Curvas de regressdo de Y sobre x e de X sobre y.

E(Y|x)A EXly)4

’\\/ F\\

Exemplo 8.21. Suponha que

f(x y):{llz, sex-y=0,x=<2 xy=0
' 0, caso contrario.

O dominio de variagdo de (x, y) esta na Figura 8.13, juntamente com as curvas de
regressao.

Figura 8.13: Curvas de regressdo para o Exemplo 8.21.

Y
2
X=Yy
N — 1 E(vn
0 2 X

Temos, entdo,
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f0)=[12dy=x2 0<x<2
fy) = /yZl/Z dx=1-y2, 0<y<2,
e, portanto, as densidades condicionais sdo

f, (X)) = 1/2 =1/x, 0< y<x

12 1
1- y/2 2-y

As esperancas condicionais serdo dadas por

f . (Xly) = y<x<2.

1 X
(Y= [y dy= 7,

2
EKIY) = [ x5y dx=1+ 3.

Note, portanto, que ambas as curvas de regressdo sdo funcgbes lineares, como ilustra a
Figura 8.13. No caso geral, a Figura 8.14 mostra como seriam essas médias condicionais.

Figura 8.14: Representagdo gréfica da curva de regressdo de Y sobre x.

Ty x(y %) -~

E(YIX=x)" -~

Observe, também, que se, por exemplo, X = 1, E(Y|1) = 1/2.

20. Caleule f (xly) e f, , (yX) para a densidade do Problema 18.

21. Calcule as densidades condicionais para o Problema 19. Comente.
22. Calcule as densidades marginais e condicionais para a v.a. (X,Y), com f.d.p.
f(x,y)=(1/64)(x+y), 0=x<4, 0=<y=<4
23. Mesmos itens do Problema 22 para af.d.p. conjunta
f(x,y)=3e®*»  x>0,y>0.

24. Calcule as esperancas condicionais E(Y|x) e E(X]y) para o Problema 21.
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25. Calcule as esperancas condicionais para o Problema 22.

26. Prove que E(E(X|Y)) = E(X).
(Sugest@o: E(X]y) é uma funcéo de y e portanto é uma v.a. Na realidade, E(X|y) é o valor
da v.a. E(X|Y)! Considere a expressdo para E(X]y) e tome a esperanca novamente. Mude
a ordem das infegrais e obtenha o resultado.)

8.7 Funcoes de Varidveis Continuas

O tratamento desta secdo € uma extensdo daquele para uma variavel continua (ver
secdo 7.6). Considere duas variaveis X e Y, com funcdo densidade conjunta f(x, y) e
suponha que queremos obter a densidade das varidveis Z e W, tais que

Z=h/(XY)
W =h,(X,Y)
Suponha que possamos expressar x e y em funcdo de z e w, isto é,

X = gl(z, w),
y =g,z w).
Supondo que as derivadas parciais de x e y, em relacdo a z e w, existam e sejam
continuas, podemos obter a densidade conjunta de Z e W através de

9(z, w) = f(g,(z, w), 9,(z, W) 1, (8.28)
onde J é o Jacobiano da transformacdo que leva (x, y) em (z, w), dado por
X X
3= 0z Jw
|9y 9y
dz odw
dx

No caso unidimensional, Y = h(X), J era simplesmente d_ com x = h7(y).
y

Exemplo 8.22. Retomemos o Exemplo 8.14, no qual tinhamos
fX(x) =2, 0<x<1,
fy)=2y, 0<y<l,
e X e Y eram independentes.
Suponha que queiramos determinar a densidade F,(z) da v.a. Z = XY. Considere

W= Xeportanto x =w, y = WZ e 0 Jacobiano ¢

0 1
1 =z

W w2
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de modo que

_Z_|__:L| - 4_2

g(z, w) = 4w , 0<W<1,0<%<1.

Segue-se que 0 <z <w < 1 e a densidade de Z é obtida por
1 1
f(2) = /Z g(z, w)dw = [ A\;\f dw =-4z th(z), 0<z<1l.

Problemas

27. Encontre a densidade de Z =X +Y para X e Y v.a. independentes, com f (x) = 2x
O<x<lef(y)=2y,0<y<l.
(Sugestdo: considere0<z<lel<z<2)

28. Se X tiver densidade f (x) =2x, 0 < x < 1 e Y tiver densidade f(y) = y?/9,0 <y <3e
forem independentes, encontre a densidade de W = XY.

29. Encontre a densidade de Z = X/Y, se X e Y sdo independentes, com densidades
f(x)=e*, x>0ef/(y)=2e%,y>0.
(Sugesta@o: z= x/y,w=y.)

8.8 Distribuicdo Normal Bidimensional

Assim como a distribuigdo normal € um modelo importante para varidveis continuas
unidimensionais, para v.a. continuas bidimensionais podemos considerar o modelo
normal bidimensional, definido a seguir.

Definicao. A variavel (X, Y) tem distribuicdo normal bidimensional se sua densidade
conjunta for dada por

271'6)(6;/1 - p? exp{ 21 - p) : P) [(X F qu) m 2 " /J;)xgy_ & i (y :Fy“yﬂ}

(8.29)

f(x, y) =

para —co < X < o0, —0 <Yy < o0,

Aqui, estamos usando a notacdo exp{z} = e-.

Vemos que a densidade em questdo depende de cinco parametros: as medias u e
M, que podem assumir quaisquer valores reais, as variancias o’ e oyz, que devem ser
positivas, e o coeficiente de correlagéo p entre X e Y, que deve satisfazer -1 < p < 1.

Dois exemplos de graficos dessa densidade estdo representados na Figura 8.15.
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Figura 8.15: f.d.p. de normais bidimensionais

(b) 4, =p,=0,0,=0,=1,p=06.

(@), =p,=0,0,=0,=1,p=0;

0.15
0.1
Z
0.05 ﬂ
- ! \\\ S
15K 33
RESESSSSSss e ) e
=
":':":.:.:,. =S
y0 =2 =
S
—4 -4

As seguintes propriedades podem ser demonstradas:
(a) As distribuicbes marginais de X e Y sdo normais unidimensionais, a saber
X~ N(u, o), Y~ N(/.Ly, Gj).

(b) p = Corr(X, Y).
(c) As distribuigBes condicionais sdo normais, com
/) ~ NG, + p o (- 1), 031 = ),

f () ~ N, + p2= (v - 1), 021 - p).

Ou seja, as médias condicionais sdo func@es lineares. Ver Figura 8.16.

Figura 8.16: Curva de regressdo de X sobre y para o caso da normal bidimensional.

fle(X|Y) A
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Se chamarmos z = f(x, y), entdo z = ¢, constante, determina sobre a superficie uma
curva de nivel, que nesse caso é uma elipse. Variando c, teremos as diversas curvas de
nivel (que sdo curvas onde a densidade de probabilidade é constante), semelhantes as
curvas de nivel de um mapa de relevo. No caso em que p = 0 e as variancias séo
iguais, isto é, ¢°, = o”, , essas curvas serdo circulos. Veja a Figura 8.17

Vimos que p = 0 significa que as variaveis X e Y sdo ndo-correlacionadas. Aqui,
poderemos concluir algo mais. Nessa situacdo poderemos escrever a densidade
(8.29) como

- [— 1 Y 1 e
feuy) <0'X\/§e )(cry\/ﬂe ’ ) (8.30)

isto ¢é, a densidade conjunta é o produto das duas marginais, que sabemos serem nor-
mais. Ou seja, concluimos que X e Y sdo independentes. Portanto, no caso em que X e
Y tiverem densidade conjunta normal bivariada, p = 0 é equivalente & independéncia
entre X eY.

Figura 8.17: Curvas de nivel para a normal bidimensional.

YA yA
My1—— -
|
|
! . ! .
i X b X
p>0 c:=07
p=0

8.9 Problemas e Complementos

30. Um sinal consiste numa série de vibracées de magnitude X, fendo os valores -1, 0, 1, cada um
com probabilidade 1/3. Um ruido consiste numa série de vibracées, de magnitude Y, tendo os
valores -2, 0, 2, com probabilidades 1/6, 2/3, 1/6, respectivamente. Combinando-se o sinal com
o ruido, obtemos o sinal efefivamente observado, Z=X+Y. Construa a funcéo de probabilidade
para Z e calcule a sua média e varidncia, admitindo que sinal e ruido sdo independentes.

31. Numa comunidade em que apenas dez casais trabalham, fez-se um levantamento no
qual foram obtidos os seguintes valores para os rendimentos anuais:
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32.

33.

Casal |[Rendimento do Homem (X) | Rendimento da Mulher (Y)
1 10 5
2 10 10
3 5 5
4 10 5
5 15 5
6 10 10
7 5 10
8 15 10
9 10 10

10 5 10

Um casal é escolhido ao acaso entre os dez. Seja X o rendimento do homem e Y o da

mulher.

(a) Construa a distribuicéo de probabilidade conjunta de Xe Y.

(b) Determine as distribuicées marginais de X e Y.

(c) XeYsdaov.a.independentes? Justifique.

(d) Calcule as médias e variéncias de X e Y e a covariéncia entre elas.

(e) Considere av.a. Z igual & soma dos rendimentos de cada homem e mulher. Calcule
a média e variéncia de Z.

() Supondo que todos os casais tenham a renda de um ano disponivel, e que se oferece-
r4 ao casal escolhido a possibilidade de comprar uma casa pelo preco de 20, qual a
probabilidade de que o casal escolhido possa efetuar a compra?

Suponha que realizemos um experimento e os resultados possiveis sejom w,, w,, w,, ,, w,.
Definamos as v.a. X e Y cujos valores em cada ponto séo dados na tabela a seguir.

Resultado X Y
@, 3 1
W, 2 2
Wy 2 0
@, 1 0
@5 3 2

Obtenha as distribuicées de probabilidades de X, Y, X +Y, X-Y -1e X-Y, supondo que
os cinco resultados tenham a mesma probabilidade. Faca um diagrama de disperséo
para as varidveis X e Y. Idem para X e X +Y.

Numa sala estéo cinco criancas cujas idades s@o (em anos): 3, 3, 4, 5, 5. Escolhem-se
trés criangas ao acaso para formar uma trinca. X indica a idade da mais nova da turma,
e Y a da mais velha.

(a) Escreva af.p. conjuntade Xe.

(b) Calcule E(X) e Var(X).

(c) Calcule Cov(X,Y).

(d) Calcule Var(X+Y).



8.9 PROBLEMAS E COMPLEMENTOS 733

34. A distribuigdo de notas de certo tipo de teste é normal com u,, =70 e ¢, = 10 para os

35.

36.

37.

38.
39.

40.

41.

42.

43.

homens e 1, = 65 e 0, = 8 para as mulheres. Se esse teste for proposto numa classe na
qual o nimero de homens é igual ao dobro do nimero de mulheres, qual a porcentagem
de pessoas que deverd obter nota maior que 802

Se E(X) = e Var(X) = 62, escreva em funcéo de tt e 62 as seguintes expressdes:
(a) E(X?) (b) EIX(X-1)].

Num estudo sobre rotatividade de méo-de-obra, foram definidas para certa populacéo as
v.a. X = ndmero de empregos que um funciondrio teve no Gltimo ano e Y = saldrio.
Obteve-se a seguinte distribuicdo conjunta:

X
v 1 2 3 4
800 0 0 0,10 0,10
1.200 0,05 0,05 0,10 0,10
2.000 0,05 0,20 0,05 0
5.000 0,10 0,05 0,05 0

Sao dados: E(X)=2,5, DP(X) =1,0, E(Y) =2.120, DP(Y) = 1.505,2.
(a) Calcule P(X=2) e P(X=2]Y =1.200); X e Y sdo independentes?

(b) Obtenha o coeficiente de correlacdo entre X e Y e interprete esse coeficiente para as
varidveis em estudo.

Uma urna contém trés bolas numeradas 0, 1, 2. Duas bolas sd@o retiradas ao acaso e
sucessivamente. Sejam as v.a. X = nimero da primeira bola retirada e Y = ndmero da
segunda bola retirada. Calcule:

(a) E(XY) (b) Cov(X,Y) (c) Var(X+Y),

nos casos em que as bolas séo retiradas (i) com reposicéo; (i) sem reposicéo.
Prove as relacdes (8.19) e (8.20) do texto.

Se p(X,Y) for o coeficiente de correlacdo entre X e Y, e se tivermos que Z=AX + B,
W=CY +D, comA>0,C>0, prove que p(X,Y) = p(Z, W).

Uma urna contém n bolas numeradas de 1 até n. Duas bolas sédo retiradas sucessiva-
mente, sem reposicdo. Determine a distribuicGo do médulo da diferenca entre os dois
nUmeros observados.

Suponha que Xe Y sejam v.a. com Var(X) =1, Var(Y) =2 e p(X,Y) = 1/2. Determine Var(X-2Y).

Sejam X e Y v.a. com E(X) =E(Y) =0 e Var(X) =Var(Y) = 1. Prove que p(Z, U) =0, se
Z=X+YeU=X-Y.

(a) Prove (8.9) para v.a. X e Y continuas.

(b) Se X~ N(u, 6?) eY ~ N(u, 67, e se Xe Y sdo independentes, encontre a distribui-
c@o, a média e a variéncia da v.a. aX + bY, a e b constantes.

(c) Um fato importante é o seguinte: se X,y .y X s@0 v.a. normais e independentes, entdo
X, + ..+ X é uma v.a. normal. Qual é a média e a variGnecia de X, + X, +
+..+X secada X, ~ N(u, 67),i=1,...,n?
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44,
45.
46.

47.

48.

49.

50.

Asv.a X e Y do Problema 18 séo independentes? Justifique.
Mostre que X e Y do Problema 19 sdo independentes.

Se X,, ..., X, s@o v.a. independentes, cada X; com média y; e variéncia 6%,i=1,2, .., n,
calcule E(X) e Var(X), com X = (X +...+ X )/n.

Refaca o problema anterior para o caso de as v.a. terem todas a mesma média i e a
mesma varidncia o2

Suponha E(X) = p,, E(Y) = u,, Var(X) = 62, Var(Y) = 62, Cov(X,Y) = o,,. Entdo, o coeficiente
de correlacéo entre X e Y é dado por

o
Afuncéo
f(t) = E[(X- ) +t(Y-p,)[?
= E[(X- 1)+ 2t (X~ (Y = 1) +£2(Y = 1]
= 0%+ 2to,, +1°07;

é sempre positiva ou nula, quaisquer que sejam os pardmetros 0%,0,e 0, Sendo um
polinémio do segundo grau em t, o seu discriminante deve ser negativo ou nulo, isto &,

e 2 2 ~2
A=40},-40;0;<0,

0-12 2
=

que implica p? < 1e, finalmente, -1< p < 1.

do que decorre

Suponha que X ~ b(n, p) e Y ~ b(m, p), sendo ainda X e Y v.a. independentes. Mostre que
X+Y ~b(m+n;p).

Se X e Y forem v.a. independentes, com distribuicées de Poisson, com pardmetros A, e 4,,
respectivamente, mostre que X + Y terd distribuicdo de Poisson com parédmetro

M+ A,



Capitulo 9

Nocdes de Simulacdo

9.1 Introducdo

Nos capitulos anteriores aprendemos a construir alguns modelos probabilisticos simples,
que sdo Uteis para representar situagBes reais, ou entdo para descrever um experimento aleato-
rio. Notamos, também, que se especificarmos um espaco amostral e probabilidades asso-
ciadas aos pontos desse espaco, 0 modelo probabilistico ficard completamente determinado
e poderemos, entdo, calcular a probabilidade de qualquer evento aleatdrio de interesse.

Muitas vezes, mesmo construindo um modelo probabilistico, certas questdes ndo podem
ser resolvidas analiticamente e teremos de recorrer a estudos de simulacdo para obter aproxi-
macdes de quantidades de interesse. De modo bastante amplo, estudos de simulagéo tentam
reproduzir num ambiente controlado o que se passa com um problema real. Para nossos
propositos, a solucdo de um problema real consistira na simulacdo de variaveis aleatdrias. A
simulacdo de variaveis aleatdrias deu origem aos chamados métodos Monte Carlo (MMC),
que, por sua vez, supdem que o pesquisador disponha de um gerador de nimeros aleatorios
equiprovaveis. Um namero aleatério (NA) representa o valor de uma variavel aleatéria uni-
formemente distribuida no intervalo (0, 1). Originalmente, esses nimeros aleatérios eram
gerados manualmente ou mecanicamente, usando dados, roletas etc. Modernamente, usa-
mos computadores para gerar nimeros que na realidade sdo pseudo-aleatdrios.

Para nossos propésitos, uma simulacdo pode ser entendida como uma particular
realizacdo do modelo (binomial, normal etc). Nesse sentido, os valores simulados po-
dem ser considerados como uma amostra, como veremos nos capitulos seguintes. Esse
entendimento serd Gtil para estudar as distribui¢cfes de estimadores e suas propriedades.

O nome Monte Carlo esta relacionado com a cidade de mesmo nome, no Principado de
Ménaco, principalmente devido a roleta, que € um mecanismo simples para gerar nimeros
aleatorios. Os MMC apareceram durante a Segunda Guerra Mundial, em pesquisas relacio-
nadas a difusdo aleatdria de neutrons hum material radioativo. Os trabalhos pioneiros de-
vem-se a Ulam, Metropolis, Fermi e von Neumann, por volta de 1948-1949. Alguns traba-
Ihos que podem ser consultados séo os artigos de Metropolis e Ulam (1949) e von Neumann
(1951) e os livros de Sébol (1976), Hammersley e Handscomb (1964) e Ross (1997).
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Para ilustrar, suponha que se queira calcular a area da figura F contida no quadrado
Q de lado unitario (Figura 9.1). Suponha que sejamos capazes de gerar pontos aleatdrios
em Q, de modo homogéneo, isto é, de modo a cobrir toda a area do quadrado, ou, ainda,
que esses pontos sejam uniformemente distribuidos sobre Q. Se gerarmos N pontos,
suponha que N’ desses caiam em F. Entdo, poderemos aproximar a area de F por N’/N.
No caso da figura, uma estimativa da area é 24/200, pois geramos 200 pontos em Q e 24
estdo dentro de F. Quanto mais pontos gerarmos, melhor serd a aproximacao.

Note que o problema em si ndo tem nenhuma componente aleatéria: queremos
calcular a area de uma figura plana. Mas, para resolver o problema, uma possivel
maneira foi considerar um mecanismo aleatério. Esse procedimento pode ser utilizado
em muitas situaces.

Vejamos algumas maneiras de obter um nimero aleatorio.

Figura 9.1: Area de uma figura por simulacéo.
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Exemplo 9.1. Lance uma moeda trés vezes e atribua o valor 1 se ocorrer cara e o valor 0
se ocorrer coroa. Os resultados possiveis sdo as seqiiéncias ou numeros binarios abaixo:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

Cada um desses numeros binarios corresponde a um namero decimal. Por exem-
plo, (111), = (7),,, pois (111), =1 x 2>+ 1 x 2' + 1 x 2° (0 indice indica a base em que
0 ndmero esta sendo expresso). Veja Morettin et alli (2005). Considere a representacao
decimal de cada seqliéncia acima e divida o resultado por 2° — 1 = 7. Obteremos 0s
nameros aleatorios 0, 1/7, 2/7, ..., 1. Observe que vocé podera, eventualmente, consi-
derar a sequéncia 111 “menos aleatoria” do que 010, digamos. Mas qualquer uma das
oito seqliéncias anteriores tem a mesma probabilidade, a saber, 1/2° = 1/8.

Suponha, agora, que vocé lance a moeda dez vezes. Teremos numeros binarios
com dez digitos, e cada um terd probabilidade 1/2° = 1/1024. Assim, a seqliéncia

1111111111,
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formada por “dez uns”, parece “menos aleatdria” do que a seqiiéncia
1010101010,

formada por “cinco pares de dez”, que por sua vez parece “menos aleatéria” do que
a seqliéncia

0110111001,

que requer uma descricdo mais elaborada. No entanto, todas elas tém a mesma proba-
bilidade de ocorrer no experimento acima. Intuitivamente, a aleatoriedade de uma
sequéncia esta ligada a dificuldade de descrevé-la em palavras, como fizemos acima.

Para esse caso de dez langcamentos, procederiamos como no caso de trés langa-
mentos, dividindo os 1.024 numeros decimais obtidos por 21 — 1 = 1.023, para obter
1.024 NA entre 0 e 1. De modo geral, lancando-se a moeda n vezes, teremos 2" possi-
bilidades e os NA finais sdo obtidos por meio de divisédo por 2" — 1.

Exemplo 9.2. NUmeros aleatérios também podem ser gerados usando-se uma roleta
como a da Figura 9.2, com dez setores numerados 0, 1, 2, ..., 9.

Gire a roleta dez vezes e anote 0s numeros obtidos huma coluna. Faca a mesma
coisa mais duas vezes, de modo a obter algo como:

Figura 9.2: Roleta com dez sefores.

ONW—=0NOGLG OO
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Agora, divida cada nimero em cada linha por 1.000, para obter os NA
0,610; 0,944; 0,504; 0,510; 0,254; 0,639; 0,129; 0,380; 0,226; 0,079.

Para obter NA com quatro casas decimais, basta girar a roleta quatro vezes. Na
realidade, os nimeros acima foram obtidos de uma tabela de nimeros aleatorios,
como aquela da Tabela VII. No exemplo, iniciamos no canto superior esquerdo e
tomamos as trés primeiras colunas com dez digitos cada. Tabelas de nimeros ale-
atorios sdo construidas por meio de mecanismos como o que descrevemos. O pro-
blema que enfrentamos muitas vezes é o de gerar uma quantidade muito grande de
numeros aleat6rios, da ordem de 1.000 ou 10.000. O procedimento de simulagao
manual, usando uma tabela de nimeros aleatdrios, pode se tornar muito trabalhoso
ou mesmo impraticavel.
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A solucdo alternativa é substituir a simulagcdo manual por simula¢do por meio de
computadores, utilizando nimeros pseudo-aleat6rios, em vez de nameros aleatorios.

Os numeros pseudo-aleatérios (NPA) sdo obtidos por meio de técnicas gue usam
relagBes matematicas recursivas deterministicas. Logo, um NPA gerado numa iteracao
dependerd do numero gerado na iteragdo anterior e, portanto, ndo sera realmente aleato-
rio, originando o nome pseudo-aleatorio.

Ha varios métodos para gerar NPA. Um dos primeiros, formulado pelo matematico
John von Neumann, é chamado o método de quadrados centrais (veja o Problema 18).
Um método bastante utilizado em pacotes computacionais € o método congruencial,
discutido nos Problemas 1 e 2.

Os diversos pacotes aplicativos, estatisticos ou ndo, utilizam métodos como o
congruencial para implementar sub-rotinas de geracdo de NPA. Como exemplos de pa-
cotes, citamos o NAG (Numerical Algorithm Group), atualmente incorporado ao pacote
MATLAB, e o IMSL.

O pacote estatistico Minitab usa 0os comandos Random e Uniform para gerar NPA.

Exemplo 9.3. Temos no Quadro 9.1 um exemplo de geracdo de dez NA. O comando
“Random 10 C1” seguido de “Uniform 0,1” pede para gerar dez NA e guarda-los na
coluna C1.

Quadro 9.1: Geracdo de nimeros
aleatérios. Minitab.

MTB > RANDOM 10 C1;

SUBC > UNIFORM (0, 1).
c1

0.590042

0.859332

0.021023

0.340748

0.673675

0.558276

0.911412

0.775391

0.867138

0.865328

© 03O0 O WN -

-
o

O pacote SPlus usa 0 comando runif(n, min, max), onde n é o ndmero de valores a gerar
e (min, max) é o intervalo no qual se quer gerar os NPA. No nosso caso, min = 0 e max = 1.

Exemplo 9.4. O comando “u < - runif(10,0,1)” pede para gerar dez NA e guarda-los
no vetor u. O comando “u” imprime os dez valores. Veja o Quadro 9.2.
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Quadro 9.2: Geracdo de nimeros aleatérios. SPlus.

> u <-runif (10, 0, 1)

>u

[1] 0.6931500 0.8586156 0.1494293 0.2947197
0.3474523 0.7571899 0.3016043 0.3051952

[9] 0.9135144 0.7996542

A planilha Excel usa a fungdo ALEATORIO() para gerar NA, ou entio “Geragdo de
nimeros aleatérios”, escolhendo a opcdo “Analise de Dados” do menu “Ferramentas”.

Exemplo 9.5. O Quadro 9.3 mostra, na coluna A, o resultado de gerar 20 NA usando
0 Excel. Foi utilizada a op¢do Uniforme (0,1).

Quadro 9.3: Geracdo de nimeros aleatérios. Excel.

A B C D E F G
1 0.382 0 5 1 0.77423 1 2
2 0.100681 1 4 1 0.91015 2 9
3 0.5696484 1 3 0 -0.12675 3 10
4 0.899106 1 4 4 —-1.43943 4 6
5 0.88461 1 6 0 1.192723 5 7
6 0.958464 1 5 1 -0.89864 6
7 0.014496 0 6 1 —-0.64207 7
8 0.407422 1 6 0 -1.16122 8
9 0.863247 0 3 0 0.47886 9
10 0.138585 1 5 3 0.832001 10
11 0.245033 1 1 1.001472
12 0.045473 0 0 0.61513
13 0.03238 0 2 1.896733
14 0.164129 1 3 -1.25248
15 0.219611 0 1 1.308572
16 0.01709 2 -1,28498
17 0.285043 1 0.357816
18 0.343089 0 -0.1679
19 0.5653636 2 1.5680393
20 0.357372 1 0.994548

1. Vejamos o significado da expressdo X mod m, na qual X e m s@o inteiros ndo-negativos. O
resultado de tal operacéo é o resto da divisdo de x por m. Ou seja, se X =mq +r, entdo X
modm =-zr. Por exemplo, 13mod 4 =1.

Encontre 18 mod 5 e 360 mod 100.
2. O método congruencial. No chamado método congruencial multiplicativo de gerar NPA, come-

gamos com um valor inicial N, chamado semente, e geramos sucessivos valoresn,, n,, ...
por meio da relagéo
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n,,, =an, modm,

sendo n, a, M inteiros nGo-negativos e i=0,1,2,...,m=1. A constante a é o multiplicador
emé o mddulo. Por meio da férmula acima no mdximo m nimeros diferentes séo gerados,
asaber, 0,1, ..., m=1. Se h < mfor o valor de i correspondente ao nUmero mdximo de
pontos gerados, a partir do qual os valores se repetem, entéo h é chamado o ciclo ou o
periodo do gerador. Os NPA s@o obtidos por meio de

u=n/m, i=01,..,m-1

Tomemos, por exemplo, a semente n =17, a=7 e m = 100. E facil ver que obtemos o
seguinte:

i 0 1 2 3 4
i 17 19 33 31 17

Temos, entdo, que o ciclo é h=4, e os valores N, vdo se repetir a partir daf. Os correspon-
dentes NPA gerados serdo

0,17, 0,19; 0,33; 0,31, 0,17; ...

Devemos escolher a e m de modo a obter ciclos grandes, ou seja, geramos muitos NPA
antes que eles comecem a se repetir. A selecdo de m é normalmente determinada pelo
numero de “bits” das palavras do computador usado. Atualmente, tomamos por exemplo
m = 2%, Para o valor a a sugestd@o é tomar uma poténcia grande de um ndmero primo, por
exemplo, a=75.
O método congruencial misto usa a férmula
n,,=an +bmodm.

3. Considere a semente n, = 13, o multiplicador a=5 e o médulo m =100, para gerar dez

nUmeros pseudo-aleatérios. Qual o periodo h nesse caso?

4. Idem, para n,=19, a=13 e m = 100.

5. Use algum programa ou planilha computacional para gerar 10.000 ndmeros pseudo-
aleatérios. Faca um histograma e um box plot desses valores. Esses gréficos corroboram o
fato de que esses nimeros obtidos séo observacées de uma v.a. com distribuicéo uniforme
no intervalo (0, 1)2 Explique.

9.2 Simulacdo de Variaveis Aleatérias

De posse de um bom gerador de NA podemos, em principio, gerar NA de qualquer
outra v.a., usando a correspondente funcéo de distribuicdo acumulada (f.d.a.). Como
ilustracdo, vamos supor uma v.a. continua X, com f.d.a. F(x) mostrada na Figura 9.3.
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Figura 9.3: f.d.a. de uma v.a. continua X.

F(x) A

S

Usando-se um gerador de NA, produz-se um NA u; marca-se esse valor no eixo
das ordenadas de F(x); por meio da funcdo inversa de F(x) obtém-se o valor x da v.a.
X no eixo das abcissas. Isto €, resolve-se a seguinte equagao

F(x) = u, (9.1)

ou seja, X = F*(u). Observe a figura para melhor entendimento.

Na realidade, o procedimento ilustrado acima pode ser formalizado no seguin-
te resultado, chamado de método da transformacdo integral. Suponha F estrita-
mente crescente.

Teorema 9.1. Se X for uma v.a. com f.d.a. F, entdo a v.a. U = F(X) tem distribuicdo
uniforme no intervalo [0, 1].

Prova. Como F é estritamente crescente e u = F(x), entdo x = F(u), pois existe a
inversa de X. Se G(u) é a f.d.a. de U, temos

G(u) = P(U < u) = P(F(X) =< u) = P(X < F*(u)) = F(F*(u)) = u,
0 que demonstra o teorema.
Exemplo 9.6. Considere a v.a. com densidade f(x) = 2x, 0 < x < 1. Temos,
0, sex<O0
FX) =49 x4 se0=x<1
1, sex=1.

Na Figura 9.4 temos os graficos de f(x) e F(x).
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Figura 9.4: Fd.p. e f.d.a. da v.a. X do Exemplo 9.6.
(x) F(x)
2L e
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Entdo, a equacdo (9.1) fica u = x2. Para obter um valor de X basta gerar um NA u e
depois gerar x = Yu . Como 0 < x < 1, deve-se tomar a raiz quadrada positiva de u. Por
exemplo, se u = 0,5, entdo F(x) = 0,5 e portanto x = v0,5 = 0,71, que é um valor
(ndmero aleatério) gerado da v.a. X.

Para simular dados de uma v.a. discreta, 0 segredo esta em fazer uma pequena modifica-
c¢ao no grafico da f.d.a. Considere uma v.a. com a seguinte distribuicdo de probabilidades:

X Xy Xy Xq
P; Ps P2 Pn

A f.d.a dessa v.a. € dada por
0, sex <X,
P, sex, <X <X,
FO)O=9p,+p, SeX,SX<X,
1, SEX =X
Os graficos correspondentes estdo na Figura 9.5.

Figura 9.5: Fp. e f.d.a. de uma v.a. discretfa.
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Para usar o procedimento anterior basta alterar o grafico de F(x) acima, do modo
apresentado na Figura 9.6.

Figura 9.6: Fd.a. “modificada” para a v.a. discreta X.
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Como antes, geramos um NA u entre 0 e 1 e 0 marcamos no eixo das ordenadas;
procura-se o inverso de u no eixo das abcissas. Suponha que u esteja entre p, + p, + ...
tp_,ep tp,t..tp_,tp; Segundo a Figura 9.6, vemos que entdo obteremos o
valor X; da va. X.

A descricdo acima pode ser resumida no seguinte procedimento: gera-se um NA u,
ou seja, um valor de uma v.a. U uniforme no intervalo [0, 1]. Coloque:

X, seu<np,
sep,<u<p, +p, 92)

X, sep, *t..+p _ Su<p +..+p,.

Exemplo 9.7. Consideremos a v.a. X com distribuicdo

X 0 1 2
B 1/4 1/2 1/4

Suponha que ao gerar um NA obtemos u = 0,3. Entdo, como p, < u < p, + p,, ou
seja, 0,25 < u < 0,75, tomamos o valor gerado de X como sendo x = 1. Para obter uma
amostra de n valores de X basta gerar n nimeros aleatorios e proceder para cada um
deles como acima. Note que poderemos obter valores repetidos de X.

Na secdo 9.3 mostraremos como gerar valores de algumas distribuicdes conhecidas.
Nem sempre 0 método apresentado é utilizado, pois ha dificuldade em resolver a equa-
¢do (9.1). Os pacotes estatisticos (como o Minitab e SPlus) e as planilhas eletrénicas
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(como a do Excel) possuem sub-rotinas proprias para simular valores para varios modelos
de v.a.’s, tanto discretas como continuas. Na secdo 9.4 apresentaremos exemplos de uso de
tais programas.

6. Gere cinco valores da v.a. X, cuja distribuicdo é dada por:

X | o 1 2 3 4
p, |01 |02 [04 [02 [0

Use a Tabela VIl para gerar os NA.
7. Gere dez valores da v.a T do Problema 17 do Capitulo 6.

8. Considere a v.a. X continua com f.d.p.

2
f()():{3x, se—1<x§_0
0, caso contrario.

Como vocé procederia para obter um valor simulado de X2 Se u=0,5, qual serd o valor
correspondente gerado de X2

9.3 Simulacdo de Alguns Modelos

Utilizando o que foi estudado nas secBes anteriores, vejamos como podemos Si-
mular valores de alguns modelos que ja consideramos anteriormente.

Exemplo 9.8. Simulacio de uma distribui¢cdo de Bernoulli.

Suponha que X tenha uma distribuigdo de Bernoulli, com P(X=0)=1-p=0,48¢
P(X = 1) = p = 0,52. Para gerar valores de tal distribuicdo basta gerar NA u e concluir:

Se u < 0,48, coloque X = 0;

Se u = 0,48, coloque X = 1.

Por exemplo, suponha que geramos dez NA: 0,11; 0,82; 0,00; 0,43; 0,56; 0,60;
0,72; 0,42; 0,08; 0,53. Entdo, os dez valores gerados da distribuicdo em questdo séo O,
1,0,0,1,1,1, 0,0, 1, respectivamente.

Exemplo 9.9. Simula¢éo de uma distribui¢do binomial.

Sabemos que se Y ~ b(n, p), entdo Y é 0 nimero de sucessos num experimento de
Bernoulli, com n repeticdes e probabilidades de sucesso p. Mas P(sucesso) = P(Y = 1)
= p. No Exemplo 9.8 obtivemos cinco sucessos, logo Y = 5. Portanto, se Y ~ b(10;
0,52), e queremos, digamos, gerar 20 valores dessa distribuicdo, basta considerar 20
experimentos de Bernoulli, sendo que em cada um deles repetimos o experimento n =
10 vezes, com probabilidade de sucesso p = 0,52. Para cada experimento j considera-
mos 0 nimero de sucessos (nimero de 1), Y, j=1, 2, .., 20. Obteremos, entdo, os 20
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valores simulados y,, ..., y,, da v.a. Y. Observe que esses valores serdo inteiros entre 0
e 20, inclusive esses dois dltimos.

Exemplo 9.10. Simulacdo de uma distribuicdo exponencial.
Se a v.a. T tiver densidade dada por

f) = Upe™ t>0 (9.3)

a sua f.d.a. € dada por
F(t) =1-e?, (9.4)
logo, temos de resolver a equacgdo (9.1) para gerar t.
Tomando logaritmo na base e, temos

l1-u=e" <log(l-u)=-t/f &t =-Flog (1 - u).

Logo, gerado um NA, um valor da distribuicdo Exp(B) é dado por —f log (1 — u).

Por exemplo, suponha 3 = 2 e queremos gerar cinco valores de T ~ Exp(2). Gerados
os valores u, = 0,57, u, = 0,19, u, = 0,38, u, = 0,33, u, = 0,31 de uma distribuicao uniforme
em [0, 1] (os numeros aleatorios), obteremos t, = (-2)(log(0,43)) = 1,68, t, = (-2)(log(81))
=042, t, = (-2)(log(0,62)) = 0,96, t, = (-2)(log(0,67)) = 0,80, t, = (-2)(log(0,69)) = 0,74.

Podemos reduzir um pouco os calculos se usarmos o seguinte fato: se U ~ U(O, 1), entdo
1-U ~ U(0, 1). Resulta que poderemos gerar os valores de uma exponencial por meio de

t =-plog (u).

Usando essa formula para os valores de U acima, obteremos os seguintes valores
de T :1,12; 3,32; 1,93; 0,96; 2,34.

Exemplo 9.11. Simulacdo de uma distribuicdo normal.

Ha varios métodos para gerar v.a. normais, mas uma observa¢do importante é que
basta gerar uma v.a. normal padrédo, pois qualquer outra pode ser obtida desta. De fato,
gerado um valor z, da v.a. Z ~ N(0, 1), para gerar um valor de uma v.a. X ~ N(u, 0?)
basta usar a transformacéo z = (x — w)/o para obter

X, = U+ 0z, (9.5)

Vamos dar um exemplo usando a transformacédo integral e uma tabela de probabi-
lidades para a normal padrdo. Suponha que X ~ N(10; 0,16), ou seja, u =10 e o= 0,4.
Temos de resolver a equacdo (9.1), ou seja,

®(2) = u,

onde estamos usando a notacdo ¢(z) para a f.d.a. da N(0, 1). Vamos gerar, primeira-
mente, um NA u, usando a Tabela VII. Tomando as trés primeiras colunas e o canto
inferior esquerdo, obtemos u = 0,230. Entdo temos de resolver
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®(2) = 0,230,

ou seja, temos de encontrar o valor z tal que a area a sua esquerda, sob a curva normal
padrdo, seja 0,230. Veja a Figura 9.7.

Figura 9.7: Geracdo de um valor z ~ N(0, 1).

0,23

074 0 z

Consultando uma tabela para a normal, encontramos que z = -0,74. Logo, o valor
gerado da normal em questdo satisfaz

x=10 - _g 74
0,4
ou seja, x = 10 + (0,4)(-0,74) = 9,704. Qualquer outro valor pode ser gerado da
mesma forma.

Esse método, embora simples, ndo é pratico, sob o ponto de vista computacional.
Ha outros métodos mais eficientes. Alguns sdo variantes do método de Box-Miiller
(1958). Nesse método sdo geradas duas v.a. Z, e Z,, independentes, e N(O, 1), por meio
das transformagoes

Z, =\-2logU, cos(2rU,),

9.6
Z,=\-2logU, sen(27U,), (90)

onde U, e U, sdo v.a. com distribuicdo uniforme em [0, 1]. Portanto, basta gerar dois
NA u, e u, e depois gerar ze z, usando (9.6). Veja também o Problema 22.

9. Gere dez valores de uma distribuicdo de Bernoulli, com p=0,35.

10. Obtenha dez valores de uma v.a. Y ~ b(10; 0,2).

11. Usando o procedimento do Exemplo 9.10, gere dez valores de uma distribuicéo exponencial
com parémetro f=1/2.

12. Usando o Teorema 9.1, gere:
(a) cinco valores da v.a. do Exemplo 9.6;
(b) dez valores de uma distribuicao N(10; 4);

(c) dez valores de uma distribuigéo t de Student com 24 graus de liberdade.
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13. Simulacdo de uma distribuicéo qui-quadrado. Como sabemos, se Z ~ N(0, 1) e Y = Z2,
entdo Y ~ X%(1). Por outro lado, uma v.a. W com distribuicdo #(n) pode ser escrita como

W=Z2+Z2+..+272,

ondeasv.a.Z,, ..., Z sGo normais padrdes, independentes.

Portanto, para simular um valor de uma v.a. com distribuicéo qui-quadrado, com n graus de
liberdade, basta gerar n valores de uma v.a. N(0, 1) e considerar a soma de seus quadrados.

14. Gere dez valores de uma distribuicdo qui-quadrado com trés graus de liberdade.

9.4 Exemplos Computacionais

Nesta secdo vamos apresentar alguns exemplos de simulacdo de v.a.’s usando o0s
pacotes Minitab, SPlus e Excel. As tabelas 9.1 e 9.2 trazem as distribuicdes discretas e
continuas, respectivamente, contempladas por cada um e os comandos apropriados,

qguando pertinentes.

Tabela 9.1: Opgdes de Distribuicdes Discretas.

Distribuicéio Excel (Par.) Minitab (Par.) SPlus (Par.)
Bernoulli Bernoulli (p) Bernoulli (p) —
Binomial Binomial (n, p) Binomial (n, p) binom (n,p)
Geométrica — — geom (p)
Hipergeométrica — — hyper (N,r,k)
Poisson Poisson (1) Poisson (A) pois (1)
Discreta Discreta — —

Comecemos com v.a.’s discretas. Para gerar uma distribuicdo de Bernoulli no SPlus
basta colocar n = 1 no caso binomial. O pacote Minitab usa 0 comando Random segui-
do de um dos comandos da tabela. O pacote SPlus coloca a letra r (de “random”) antes do
comando apropriado. A planilha Excel pode tanto usar a funcdo ALEATORIO() como
a opcao Geragdo de numero aleatério, dentro de Analise de Dados do menu Ferra-
mentas. Existe uma opc¢do Discreta para gerar uma distribuicdo discreta especificada

(x, p,), 1 =1, .., k. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 9.12. Suponha que gqueiramos simular 20 valores de uma distribui¢do binomial,
comn=10e p =0,6, e 15 valores de uma distribuicdo de Poisson, com pardmetro A =
2,4, usando o Minitab. Usando os comandos Random, Binomial e Poisson obtemos o
Quadro 9.4. Os valores simulados sdo arquivados nas colunas C1 e C2.
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Quadro 9.4: Simulacdo da binomial e Poisson. Minitab.

MTB > Random 20C1; MTB > Random 15C2;
SUBC > Binomial 10 0.6. SUBC > Poisson 2.4.
C1 c2 C1 Cc2
1 6 1 11 6 1
2 5 2 12 7 1
3 7 1 13 7 1
4 7 2 14 5 2
5 4 2 15 7 2
6 8 1 16 6
7 6 3 17 4
8 5 2 18 6
9 5 3 19 5
10 6 1 20 7

Exemplo 9.13. Usando o SPlus, mostramos no Quadro 9.5 as saidas correspondentes
a simular 20 valores de uma v.a. X ~ b(10; 0,5) e 20 valores de uma v.a. Y ~
Poisson (1,7).

Quadro 9.5: Simulacéo da binomial e Poisson. SPlus.

> x <-rbinom(20, 10, 0.5)

> x

[1] 64755557618466765567
>y <-rpois (20, 1.7)

>y

[1] 12551321223132114230

Exemplo 9.14. Suponha que queiramos gerar as seguintes distribuigdes, usando o SPlus:
(@) X ~ b(10; 0,5); (c) Z ~ U(,1);
(b) Y ~ Poisson(1,7); (d) B ~ Bern(0,7).
Os comandos respectivos estdo dados no Quadro 9.6.

Quadro 9.6: Simulacdo de varidveis. SPlus.

> x < —rbinom(20, 10, 0.5)
>y < -rpois (20, 1.7)

> z < -runif (100, 0, 1)

> b < —-rbinom(15, 1, 0.7)

Os histogramas respectivos estdo na Figura 9.8.
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Figura 9.8: Histogramas de distribui¢des simuladas no Exemplo 9.14. SPlus.
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Tabela 9.2: Opcdes de Distribuicdes Continuas.

Distribuicdio Excel (Par.) Minitab (Par.) SPlus (Par.)
Normal Normal (0, 1) Normal (1, o) norm (u, o)
Exponencial — Exponential (B) exp (B)

t (Student) — T(v) t(v)

F (Snedecor) — Flv, v) (v, v,)
Gama — Gamma (o, B) gamma (o, f)
Qui-Quadrado — Chisquare (v) chisq (v)
beta — Beta(c;, B) beta (o, f)

Vejamos, agora, alguns exemplos para v.a.’s continuas.

Exemplo 9.15. Usando o pacote Minitab, geramos:

(@) 10 valores de uma N(0O, 1);
(b) 20 valores de uma Exp(2);
(c) 15 valores de uma X*(5).

Os comandos e respectivos valores simulados estdo mostrados no Quadro 9.7.
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Quadro 9.7: Simulacdo de varidveis. Minitab.

MTB > Random 10C1; MTB >

SUBC > NormalO 1. MTB > Random 15CS3;

MTB > SUBC > Chisquare 5.

MTB > Random 20 C2; MTB >

SUBC > Exponential 2.

C1 C2 C3 C1 c2 C3
1 -0.06636 2.50204 4.44339 11 0.60892  0.71995
2 0.14940 1.11469 2.60994 12 0.11405 6.58849
3 -0.08339 1.83977 9.25374 13 410192 5.52644
4 0.09516 047726  1.10399 14 3.87223  2.86108
5 -1.08060 0.60830 2.31042 15 2569596  2.87105
6 -0.63088 1.83693 6.62708 16 0.50944
7 0.17171 2.35880 9.20627 17 1.05514
8 -1.78075 1.31646 1.52421 18 3.91126
9 1.89407 4.19729  4.88943 19 1.98810
10 0.21054 1.81575  3.90302 20 3.82243

Exemplo 9.16. Usando o pacote SPlus, simulamos:
(a) 500 valores de uma v.a. Z ~ N(0,1);
(b) 200 valores de uma v.a. Y ~ N(10; 0,3?);
(c) 500 valores de uma v.a. t(35);
(d) 500 valores de uma v.a. T ~ EXp(2);
(e) 300 valores de uma v.a. W ~ X°(5);
(f) 500 valores de uma v.a. F(10, 12).

Os comandos necessarios sdo mostrados no Quadro 9.8 e 0s respectivos histogramas
estdo na Figura 9.9.

Quadro 9.8: Simulacdo de varidveis. SPlus.

> z<-rnorm (500, 0.1) > Exp<-rexp (500, 2)
> hist(z) > hist (Exp)

> y<-rnorm(200, 10, 0.3) > w<-rchisq (300, 5)
> hist (y) > hist (w)

> t<-rt(500, 35) > f<-rf (500, 10, 12)
> hist(t) > hist (f)
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Figura 9.9: Histogramas de algumas distribuicdes geradas no Exemplo 9.16.
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Na planilha Excel a normal pode ser gerada por meio da “op¢do normal” no menu
“Ferramentas (Analise de Dados (Geracdo de numeros aleatorios))” ou pela funcao
ALEATORIO() e a formula = INV. NORM (ALEATORIO(), 1, o).

Exemplo 9.17. A coluna E do Quadro 9.3 traz 20 valores gerados de uma N(0, 1)
usando a ferramenta GNA.
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15. Usando um pacote de sua preferéncia, gere:

17.

(a) 100 valores de uma distribuicéo binomial, com parédmetros n =15, p=0,7.
(b) 500 valores de uma distribuicéo de Poisson com parédmetro A =1,3.
Em cada caso, faca um histograma e veja se este corresponde a distribuicéo em questéo.

. Usando um pacote computacional de sua preferéncia, gere:

(a) 500 valores de uma normal padréo;
(b) 1.000 valores de uma distribuicdo qui-quadrado com cinco graus de liberdade;
(c) 800 valores de uma distribuicdo exponencial com parémetro 3.

Em cada caso, faga um histograma, um ramo-e-folhas e um box plot. Comente.

Usando o método de Box-Miiller, gere cinco valores de uma distribuicéo normal padréo.

9.5 Problemas e Complementos

18.

19.

O método dos quadrados centrais de von Neumann opera do modo descrito a seguir.
Considere um infeiro n, com m digitos e seu quadrado nZ, que terd 2m digitos (eventual-
mente acrescentando zeros & esquerda). Tome os digitos centrais de n¢ e divida o nimero
obtido por 10™ para se obter um NA, u,, entre 0 e 1. Continue, tomando n; como o
nUmero inteiro central desse passo.

Esse método pode ndo funcionar bem, como o exemplo abaixo de Kleijnen e van
Groenendaal (1994) mostra.

Suponha m =2 e considere n, = 23. Entdo, n¢= 0529, e o primeiro NA é u, = 0,52.
Agora, n; =52, n? = 2704 e u, = 0,70. Sucessivamente, obtemos u, = 0,90, u, = 0,10,
u, = 0,10 etc. Ou seja, a partir de U,, os NA se repetem.

Obtenha nimeros aleatérios, com m =3, usando esse método.

Uma distribuicéo binomial de parédmetros n e p pode ser simulada também do seguinte
modo. Considere a recurséo

n-j P
j+1 1-p

pj+1:

pji

comp,=P(X=j),j=0,1,...,n.

Chame j o valor atual, pr=P(X =j), F=F(j) = P(X <) e o algoritmo:
Passo 1. Gere o NA u;

Passo2. r=p/(1-p),j=0, pr=(21-p)", F=pr;

Passo 3. Se u < F, coloque X =j;

Passo 4. pr = Mpl’, F=F+pr,j=j+L1
j+1
Passo 5. Volte ao passo 3.

Usando esse algoritmo, gere cinco valores da v.a. X ~ b(5; 0,3).
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20.

21

22.

Simulacgo de uma distribuicéio de Poisson. Se N ~ P(), entéio P(N =) =p, é dada por

1171

P(N=j)=—ej,”,j=o, 1. ©.7)
A geracao de valores de uma distribuicéo de Poisson parte da seguinte relacdo recursiva,
que pode ser facilmente verificada:

A

pj+1: m pja JBO

(9.8)

Seja, também, F(j) =P(N < j) a funcéo de distribuicdo acumulada (f.d.a.) de N. Consi-
dere j o valor atual gerado e queremos gerar o valor seguinte. Chamemos simplesmente
p=peF= F(j). Entdo o algoritmo para se gerar os sucessivos valores é o seguinte:

Passo 1. Gere o NA u;
Passo 2. Facaj=0,p=e*e F=p;
Passo 3. Se u < F, coloque N=j;

Passo 4. Faca p = _/I—P, F=F+pej=j+1;
j+1

Passo 5. Volte ao Passo 3.
Note que, no Passo 2, se j=0, P(N=0) =p,=e*e F(0) =P(N < 0) = p,.

. Usando o procedimento recursivo do Problema 20, gere cinco valores de uma v.a. com

distribuicéo de Poisson de parémetro A =2.

Transformacéo de Box-Miller. Considere as v.a. X e Y, independentes e ambas N(0, 1).
Observando a Figura 9.10, vemos que R2= X2+ Y2 e tgd = Y/X. A densidade conjunta de
XeYé

f(x,y) = % eI,

Figura 9.10: Transformacdo de variaveis (x, y) — (R, 6).

yA

x,y)

My

Considere a transformacéo de varidveis

r= X2 + y2
6=arctg(y/x).
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23.

24.

25.

26.

27.

Adensidade conjunta de r e 86 obtida usando o resultado (8.28). Temos que X = Vrcos, y
=vrsen6e o Jacobiano da transformacdo é |J| = 1/2. Segue-se que a densidade de r e 8¢

f(r,0)=1/2n-e" 1/2,0<r<«,0< 0< 2.
Dessa relacdo podemos concluir que r=R? e 6 sdo independentes, com
R2~ Exp(2), 6~ U(0, 27).
Portanto, podemos escrever que
X =Rcosf=" -2log U, cos(27U,)
Y =Rsen6=+-2log U, sen(27U,)
Aqui, usamos o fato de que, se R? ~ Exp(2), gerado um NA U, vem que —2log U, ~ Exp(2)
e se 8~ U(0, 27), entdo gerado um NA U,, vem que 27U, ~ U, 27).
Usando um aplicativo estatistico, gere:
(a) 100 valores de uma N(5; 0,9) e faca o histograma dos valores gerados.
(b) 200 valores de uma Exp(1/2) e faca o histograma dos valores gerados.
(c) 500 valores de uma Gamal(e, B), com = 8 = 2, e faca o histograma.
(d) 300 valores de uma X¥2(32) e faca o histograma.
Os histogramas que vocé obteve estdo de acordo com as definicdes dadas dessas distri-
buicées? Comente.
Usando um pacote, gere:
(a) 300 valores de uma distribuicéo t(120).
(b) 500 valores de uma distribuicéo F(56, 38).
(c) 300 valores de uma distribuicéo B(20, 30).
Faca um histograma dos valores simulados em cada caso e responda a mesma pergunta

do problema anterior.

Simulacao de uma distribuicéo gama. Pode-se demonstrar, usando resultados néo estuda-
dos neste livro, que se av.a. X ~ Gamal(r, B), com rinfeiro, entdo X=Y,+Y,+..+Y_, onde
cada Y, ~ Exp(B) e as v.a. Y, sGo independentes. Logo, para gerar um valor de uma
distribuicdo Gama(r, B), com r > 0, inteiro, basta gerar r valores de uma distribuicao
exponencial de pardmetro e depois soma-los.

Simule cinco valores de uma distribuicdo Gama (3, 1/2), usando o procedimento des-
crito no problema anterior.

Simulacdo de varias varidveis. E mais complicado simular distribuicées bidimensionais.
No caso de X e Y serem independentes, entdo

fy)=f00%0),  Vxy,

se elas forem continuas, por exemplo. Logo, para gerar um valor (X, y) da densidade
conjunta f(x, y), basta gerar o componente x da distribuicdo marginal de X e a compo-
nente y da distribuicdo marginal de Y, independentemente.

No caso de v.a. dependentes, temos que vale a relacdo:
f(x, y) = f()fyx(y /%)
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Logo, por essa relacdo, primeiramente geramos um valor x da distribuicdo marginal de X e
fixado esse valor, X,, digamos, geramos um valor da distribuicéo condicional de X, dado
que X =X,. Isso implica que devemos saber como gerar valores das distribuicoes fy(x)

e fyx(y/X).
Vamos nos limitar a dar dois exemplos no caso de v.a. independentes.

Exemplo 9.18. Distribui¢do uniforme bidimensional.

Na se¢do 9.1 vimos que para calcular a area da figura F contida no quadrado Q de
lado unitario (Figura 9.1), considerdvamos o quociente N’/N. Como geramos, naquele
exemplo, os N pontos uniformemente distribuidos sobre Q? Pelo que vimos acima,
basta gerar valores de v.a. U, ~ U(0, 1) e U, ~ U(0, 1), independentemente. Entéo,

P((U, U,) € F) = area(F).
Ou seja, a v.a. (U, Uz) é uniformemente distribuida em Q.

No caso da Figura 9.1, consideramos 200 valores gerados para U, e U,, de modo
que a area (F) = 24/100.

Exemplo 9.19. Distribuicdo normal bidimensional.

O método de Box-Miiller gera valores de duas normais padrBes independentes,
Z, e Z,. Logo, se quisermos gerar valores da distribuicdo conjunta de X e Y, indepen-
dentes e normais, com X ~ N(u, o7) e Y ~ N(u,~ o), basta considerarmos

X=u+aZ, Y=u+qgl,

Na Figura 9.11 temos as curvas de niveis e o grafico bidimensional obtidos
gerando-se 10.000 valores cada uma de duas normais padrfes independentes.

Figura 9.11: Distribuicdio normal padréo bidimensional gerada.

28. Usando um pacote computacional, gere:

(a) 1.000 valores de uma distribuicdo uniforme bidimensional no quadrado de lado
unitdrio, supondo os componentes independentes;
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29.

30.

31.

32.

(b) 1.000 valores de uma normal bi-dimensional (X, Y), com X e Y independentes,
X ~ N(10, 4) e Y ~ N(15, 9).

Um time de futebol ird disputar 10 partidas num torneio de classificacéo.

(a) Supondo que sua chance de vitéria em cada jogo é de 60%, simule sua possivel
campanha.

(b) Simule agora se é esperado o seguinte desempenho em cada jogo: 50% de vitéria,
30% de empate e 20% de derrota.

(c) Para a situacdo descrita em (b), simule 12 possiveis campanhas para o time, e
estude a varidvel X = nimero de pontos obtidos (vitéria = 3, empate = 1 e derrota
=0).

(d) Proponha outros pardmetros para o time e repita a quest@o (c).

Suponha que uma moeda é viciada, de tal sorte que favoreca mais cara do que coroa.

Para estimar a probabilidade de cara, vocé a pode lancar, digamos, 50 vezes.

(a) Para simular um possivel resultado do seu experimento, o que é que seria necessario?

(b) Supondo que a probabilidade de ocorrer cara é p = 0,6, qual seria a sua simulacéo
e sua estimativa de p?

(c) Faca asimulagdo para 4 outras pessoas e dé suas respectivas estimativas. Alguém
acertou o verdadeiro pardmetro?

Em uma populacao 20% das pessoas compram o produto C. Seleciona-se, com reposi-
cdo, individuos dessa populacdo até encontrar um comprador de C. A varidvel X indica
o ndmero de individuos entrevistados. Qual a distribuicdo simulada de X2

Uma pesquisa domiciliar ird entrevistar todos os moradores do domicilio e a distribuicdo
do ndmero de moradores por domicilio encontra-se abaixo. Serd usada uma amostra de
5 domicilios:

Ne° de moradores Porcentagem

5
12
2
23
18
10

8

4

O NG NN WN —

(a) Simule 100 amostras de tamanho 5.

(b) Considere X = n° médio de pessoas por amostra. Qual a distribuicéo de freqiéncia
empirica de X2

(c) Construa a distribuicio de X = ne médio de pessoas por amostra.

(d) Encontre para a populacéo o valor i = n° médio de pessoas, e construa a distribui-
¢Go empirica de X — . Como pode ser interpretada essa distribuicdo?

(e) Se o entrevistador recebe 2 u.m. por pessoa entrevistada, usando o resultado (b),
qual a probabilidade de uma amostra custar mais de 12 u.m.?
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33. A altura X das pessoas segue aproximadamente uma curva normal com média i e

varidncia o2.

(a) Proponha dois valores realisticos para i e o, e gere 10 alturas de uma populacéo de
homens. Calcule a média e o desvio padrao desta populacao.

(b) Com os mesmos pardmetros gere uma outra amostra de 10 alturas. Olhando e ana-
lisando as duas amostras elas parecem vir de populagdes distintas?

(c) Gere uma amostra de 10 alturas de uma populagéo feminina. Compare com a
amostra obtida em (a), e diga se é possivel afirmar que as duas amostras vém de
populagdes distintas.

(d) Como vocé acha que os parémetros influenciam para diferenciar bem as amostras?
Dé exemplos.
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Capitulo 10

Introducdo & Inferéncia
Estatistica

10.1 Introducdo

Vimos, na Parte 1, como resumir descritivamente varidveis associadas a um ou mais
conjuntos de dados. Na Parte 2, construimos modelos tedricos (probabilisticos), identifica-
dos por pardmetros, capazes de representar adequadamente o comportamento de algumas
variaveis. Nesta terceira parte apresentaremos 0s argumentos estatisticos para fazer afirma-
cOes sobre as caracteristicas de uma populagao, com base em informac6es dadas por amostras.

O uso de informacgdes de uma amostra para concluir sobre o todo faz parte da atividade
diaria da maioria das pessoas. Basta observar como uma cozinheira verifica se 0 prato
que ela estd preparando tem ou ndo a quantidade adequada de sal. Ou, ainda, quando
um comprador, apds experimentar um pedago de laranja numa banca de feira, decide se
vai comprar ou nao as laranjas. Essas sdo decisdes baseadas em procedimentos amostrais.

Nosso objetivo nos capitulos seguintes é procurar dar a conceituagcdo formal a
esses principios intuitivos do dia-a-dia para que possam ser utilizados cientificamente
em situagdes mais complexas.

10.2 Populacdo e Amostra

Nos capitulos anteriores, tomamos conhecimento de alguns modelos probabilisticos
gue procuram medir a variabilidade de fendbmenos casuais de acordo com suas ocor-
réncias: as distribuicdes de probabilidades de variaveis aleatorias (qualitativas ou quan-
titativas). Na pratica, freqlientemente o pesquisador tem alguma idéia sobre a forma da
distribuicdo, mas ndo dos valores exatos dos parametros que a especificam.

Por exemplo, parece razodvel supor que a distribuicdo das alturas dos brasileiros adul-
tos possa ser representada por um modelo normal (embora as alturas ndo possam assumir
valores negativos). Mas essa afirmagdo ndo é suficiente para determinar qual a distribuicéo
normal correspondente; precisariamos conhecer os parametros (média e variancia) des-
sa normal para que ela ficasse completamente especificada. O propo6sito do pesquisador
seria, entdo, descobrir (estimar) os pardmetros da distribuicdo para sua posterior utilizacéo.
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Se pudéssemos medir as alturas de todos os brasileiros adultos, teriamos meios
de obter sua distribuicdo exata e, dai, produzir os correspondentes parametros. Mas
nessa situagdo ndo teriamos necessidade de usar a inferéncia estatistica!

Raramente se consegue obter a distribuicdo exata de alguma varidvel, ou porque
isso € muito dispendioso, ou muito demorado ou as vezes porque consiste num pro-
cesso destrutivo. Por exemplo, se estivessemos observando a durabilidade de lampa-
das e testdssemos todas até queimarem, nédo restaria nenhuma para ser vendida. Assim,
a solucdo é selecionar parte dos elementos (amostra), analisa-la e inferir propriedades
para o todo (populacdo).

Outras vezes estamos interessados em explorar relagdes entre variaveis envolven-
do experimentos mais complexos, para a obtencdo dos dados. Por exemplo, gostaria-
mos de obter resposta para a seguinte indagacdo: a altura que um produto é colocado
na géndola de um supermercado afeta a sua venda? Observe que para responder a
questdo precisamos obter dados de vendas com o produto oferecido em diferentes
alturas, e que essas vendas sejam controladas para evitar interferéncias de outros fato-
res que ndo a altura. Nesse caso ndo existe claramente um conjunto de todos os ele-
mentos para 0s quais pudéssemos encontrar 0s parametros populacionais. Recorrer a
modelos para descrever o todo (populacéo) facilita a identificagdo e solucdo do pro-
blema. Nesse exemplo, supondo que as vendas V, do produto oferecido na altura h (h = 1
representando baixo, h = 2 representando meio e h = 3 representando alto) segue uma
distribuicdo proxima a normal, ou seja, V, ~ N(u,, 0°), 0 nosso problema passa a ser o
de verificar, por meio de dados coletados do experimento (amostra), se existe evidén-
cia de igualdade das médias u,, u, € u,. Note que, em nossa formulagdo do problema,
supusemos que as trés situagdes de alturas resultam observagdes com a mesma variancia
o2 Essa suposicdo poderia ser modificada.

Solugdes de questbes como as apresentadas acima séo 0 objeto da inferéncia estatistica.

Dois conceitos basicos sdo, portanto, necessarios para o desenvolvimento da
Inferéncia Estatistica: populacdo e amostra.

Definicao. Populacdo é o conjunto de todos os elementos ou resultados sob investiga-
cdo. Amostra é qualquer subconjunto da populagéo.

Vejamos outros exemplos para melhor entender essas definicdes.

Exemplo 10.1. Consideremos uma pesquisa para estudar os salarios dos 500 funcio-
narios da Companhia MB. Seleciona-se uma amostra de 36 individuos, e anotam-se
os seus salérios. A variavel aleatéria a ser observada é “salério”. A populacéo é
formada pelos 500 funcionarios da companhia. A amostra é constituida pelos 36
individuos selecionados. Na realidade, estamos interessados nos salérios, portanto,
para sermos mais precisos, devemos considerar como a populacdo os 500 salarios
correspondentes aos 500 funcionarios. Conseqiientemente, a amostra sera formada
pelos 36 salarios dos individuos selecionados. Podemos estudar a distribuicdo dos
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salarios na amostra, e esperamos que esta reflita a distribuicdo de todos os salérios,
desde que a amostra tenha sido escolhida com cuidado.

Exemplo 10.2. Queremos estudar a propor¢do de individuos na cidade A que sdo
favoraveis a certo projeto governamental. Uma amostra de 200 pessoas é sorteada, e a
opinido de cada uma é registrada como sendo a favor ou contra o projeto. A populagdo
consiste de todos os moradores da cidade, e a amostra é formada pelas 200 pessoas
selecionadas. Podemos, como foi visto no Capitulo 5, definir a variavel X, que toma o
valor 1, se a resposta de um morador for favoravel, e o valor 0, se a resposta for
contraria ao projeto. Assim, nossa populagdo pode ser reduzida a distribui¢do de X, e
a amostra seréa constituida de uma sequéncia de 200 zeros e uns.

Exemplo 10.3. O interesse é investigar a duracdo de vida de um novo tipo de lampada,
pois acreditamos que ela tenha uma duracdo maior do que as fabricadas atualmente.
Entdo, 100 lampadas do novo tipo sdo deixadas acesas até queimarem. A duracdo em
horas de cada lampada é registrada. Aqui, a varidvel é a duracdo em horas de cada
lampada. A populacéo é formada por todas as ldmpadas fabricadas ou que venham a ser
fabricadas por essa empresa, com 0 mesmo processo. A amostra é formada pelas 100
lampadas selecionadas. Note-se que nesse caso ndo podemos observar a populacgdo, ou
seja, a distribui¢do da duracdo de vida das lampadas na populacdo, pois isso corresponderia
a queimar todas as lampadas. Assim, em alguns casos, ndo podemos observar a popula-
cdo toda, pois isso significaria danificar (ou destruir) todos os elementos da populacéo.
Esse problema geralmente é contornado atribuindo-se um modelo teérico para a distri-
buicdo da variavel populacional.

Exemplo 10.4. Em alguns casos, fazemos suposi¢cdes mais precisas sobre a populagéo
(ou sobre a variavel definida para os elementos da populagdo). Digamos que X represen-
te 0 peso real de pacotes de café, enchidos automaticamente por uma maquina. Sabe-se
que a distribuicdo de X pode ser representada por uma normal, com pardmetros u e o?
desconhecidos. Sorteamos 100 pacotes e medimos seus pesos. A populag¢do serd o con-
junto de todos os pacotes enchidos ou que virdo a ser enchidos pela maquina, e que
pode ser suposta como normal. A amostra serd formada pelas 100 medidas obtidas dos
pacotes selecionados, que pode ser pensada como constituida de 100 observacgdes feitas
de uma distribuigdo normal. Veremos mais adiante como tal amostra pode ser obtida.

Exemplo 10.5. Para investigar a “honestidade” de uma moeda, nés a langamos 50 vezes
e contamos o0 nimero de caras observadas. A populacdo, como no caso do Exemplo
10.2, pode ser considerada como tendo a distribuicdo da varidvel X, assumindo o valor
1, com probabilidade p, se ocorrer cara, e assumindo o valor 0, com probabilidade 1 - p,
se ocorrer coroa. Ou seja, a populagdo pode ser considerada como tendo distribuicdo de
Bernoulli com parametro p. A variavel ficara completamente especificada quando co-
nhecermos p. A amostra serd uma seqiiéncia de 50 nimeros zeros ou uns.
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Exemplo 10.6. Ha razBes para supor que o tempo Y de reagdo a certo estimulo visual depen-
da da idade do individuo (esse exemplo serd usado nos Capitulos 15 e 16). Suponha, ainda,
que essa dependéncia seja linear. Para verificarmos se essa suposigdo é verdadeira, obtive-
ram-se 20 dados da seguinte maneira: 20 pessoas foram selecionadas, sendo 10 homens e 10
mulheres. Dentro de cada grupo de homens e mulheres foram selecionadas duas pessoas das
seguintes faixas de idade: 20, 25, 30, 35 e 40 anos. Cada pessoa foi submetida ao teste e seu
tempo de reacdo y foi medido. A populacdo poderia ser considerada como formada por todas
aquelas pessoas gue viessem a ser submetidas ao teste, segundo o sexo e a idade. A amostra
é formada pelas 20 medidas, que estdo apresentadas na Tabela 15.1.

Observacdes:

(i) Os trés ltimos exemplos mostram uma ampliacdo do conceito definido de populagéo,
ou seja, designamos agora a populacdo como sendo a funcdo probabilidade ou fun-
cdo densidade de probabilidade de uma v.a. X, modelando a caracteristica de interesse.
Esse artificio simplifica substancialmente o problema estatistico, exigindo no entanto
uma proposta de modelo para a varidvel X. Nesses casos simplificaremos a lingua-
gem, dizendo: “seja a populacdo f(x)”. Por exemplo, “considere a populacdo das
alturas X ~ N(u, 0?)”.

(ii) Essa abordagem, por meio da distribuicdo de probabilidades, utiliza muitas vezes o
conceito de populacdo infinita continua, exigindo um tratamento matematico mais
cuidadoso. E mais facil apresentar os problemas e solugdes por meio de populagdes
finitas. E o que faremos muitas vezes. Entretanto, é importante que o estudante aprenda
a trabalhar com o conceito de modelo, explorando o caso de “populacdo f(x)”.

10.3 Problemas de Inferéncia

Como ja dissemos anteriormente, 0 objetivo da Inferéncia Estatistica é produzir
afirmacdes sobre dada caracteristica da populacdo, na qual estamos interessados, a
partir de informacdes colhidas de uma parte dessa populagdo. Essa caracteristica na
populacdo pode ser representada por uma variavel aleatoria. Se tivéssemos informa-
cdo completa sobre a funcdo de probabilidade, no caso discreto, ou sobre a fungao
densidade de probabilidade, no caso continuo, da varidvel em questdo, ndo teriamos
necessidade de escolher uma amostra. Toda a informacdo desejada seria obtida por
meio da distribuicdo da variavel, usando-se a teoria estudada anteriormente.

Mas isso raramente acontece. Ou ndo temos qualquer informacéo a respeito da
variavel, ou ela é apenas parcial. Podemos admitir, como no exemplo das alturas de
brasileiros adultos, que ela siga uma distribuicdo normal, mas desconhecemos 0s
pardmetros que a caracterizam (média, variancia). Em outros casos, podemos ter uma
idéia desses parametros, mas desconhecemos a forma da curva. Ou ainda, o que é
muito freqliente, ndo possuimos informagcGes nem sobre os pardmetros, nem sobre
a forma da curva. Em todos os casos, 0 uso de uma amostra nos ajudaria a formar uma
opinido sobre o comportamento da variavel (populagéo).
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Embora a identificacdo e a descricdo da populacdo sejam fundamentais no proces-
so inferencial, é comum os pesquisadores dedicarem mais atencdo em descrever a
amostra do que a populagio para a qual serdo feitas as afirmacdes. E imprescindivel
que se explicite claramente a populacdo investigada.

Neste livro estaremos mais preocupados em trabalhar com populagfes descritas
por modelos do que com populac@es finitas identificadas por elementos portadores de
uma caracteristica de interesse. Portanto, na maioria das vezes, iremos nos referir a “po-
pulacdo X", significando que a variavel de interesse X, definida sobre a populacéo-
alvo, segue uma distribuicdo f(x). Nosso problema de interesse passaria a ser o de
fazer afirmacdes sobre a forma da curva e seus pardmetros.

Alguns exemplos simples nos dardo uma nogéo dos tipos de formulacfes e proble-
mas que a inferéncia estatistica pode nos ajudar a resolver.

Exemplo 10.5. (continuacéo) Voltemos ao exemplo da moeda. Indicando por X o nG-
mero de caras obtidas depois de lancar a moeda 50 vezes, sabemos que, se tomados
alguns cuidados quando do lancamento, X segue uma distribuicdo binomial, ou seja,
X ~ b(50, p). Esse modelo é valido, admitindo-se ou ndo a “honestidade” da moeda, isto
é, sendo ou ndo p = 1/2. Lancada a moeda, vamos supor que tenham ocorrido 36 caras.
Esse resultado traz evidéncia de que a moeda seja “honesta”? Para tomarmos uma
decisdo, podemos partir do principio de que a moeda ndo favorece nem cara nem
coroa, isto é, p = 1/2. Com essa informacdo e com o modelo binomial, podemos
encontrar qual a probabilidade de se obterem 36 caras ou mais, e esse resultado nos
ajudaria a tomar uma decisdo. Suponha que a decisdo foi rejeitar a “honestidade” da
moeda: qual é a melhor estimativa para p, baseando-se no resultado observado?

Descrevemos ai 0s dois problemas bésicos da Inferéncia Estatistica: o primeiro é
chamado teste de hipoteses, e o0 segundo, estimacdo. Nos capitulos seguintes, esses
problemas serdo abordados com mais detalhes.

Exemplo 10.4. (continuacdo) As vezes, 0 modelo tedrico associado ao problema n&o
é tdo evidente. No caso da méaquina de encher pacotes de café automaticamente, diga-
mos que ela esteja regulada para enché-los segundo uma distribuicdo normal com
média 500 gramas e desvio padrdo de 100 gramas, isto &, X ~ N(500, 20?). Sabemos
também que, as vezes, a maquina desregula-se e, quando isso acontece, 0 Unico
pardmetro que se altera ¢ a média, permanecendo a mesma variancia. Para manter a
producdo sob controle, iremos colher uma amostra de 100 pacotes e pesa-los. Como
essa amostra nos ajudard a tomar uma decisdo? Parece razoavel, nesse caso, usarmos
a média X da amostra como informacdo pertinente para uma decisdo. Mesmo que a
maquina esteja regulada, dificilmente X serd igual a 500 gramas, dado que 0s pacotes
apresentam certa variabilidade no peso. Mas se X ndo se afastar muito de 500 gramas,
ndo existirdo razdes para suspeitarmos da qualidade do procedimento de produgdo. S
iremos pedir uma revisdo se X — 500, em valor absoluto, for “muito grande”.
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O problema que se apresenta agora é o de decidir o que é proximo ou distante de 500
gramas. Se 0 mesmo procedimento de colher a amostra de 100 pacotes fosse repetido
um numero muito grande de vezes, sob a condi¢do de a maquina estar regulada, teria-
mos idéia do comportamento da v.a. X , e saberiamos dizer se aquele valor observado é
ou ndo um evento raro de ocorrer. Caso 0 seja, € mais facil suspeitar da regulagem da
maquina do que do acaso.

Vemos, entdo, a importancia nesse caso de se conhecer as propriedades da distri-
buicdo da variavel X.

Exemplo 10.6. (continuacdo) A descricdo matematica da v.a. Y: tempo de reacdo ao
estimulo é um pouco mais complexa. Podemos supor que esse tempo, para uma dada
idade X, seja uma v.a. com distribuicdo normal, com média dependendo da idade x, ou
seja, podemos escrever

Y ~ N(u(x), 7).
A linearidade expressa no problema pode ser incluida na média w(x) da seguinte maneira:

u(x) = o+ px.
Voltaremos a esse modelo no Capitulo 16. Outra maneira de escrever as duas
relacOes anteriores é

Y Ix ~ N(o + Bx; o?).
Leia-se “Y dado x”.

Podemos, por exemplo, estimar os pardmetros o e B, baseados na amostra de
20 dados. Ou podemos querer investigar a possibilidade de B ser igual a zero,
significando que a idade néo afeta o tempo de reacdo. Novamente, os dois princi-
pais problemas de inferéncia aparecem aqui: estimacdo e teste de uma hipdtese.
Um outro problema importante em inferéncia ¢ o de previsdo. Por exemplo, consi-
derando um grupo de pessoas de 40 anos, poderemos prever com 0 modelo acima
qual sera o respectivo tempo de reacao.

Repetir um mesmo experimento muitas vezes, sob as mesmas condi¢Ges, nem
sempre é possivel, mas em determinadas condi¢cdes é possivel determinar teoricamen-
te o comportamento de algumas medidas feitas na amostra, como por exemplo a mé-
dia. Mas isso depende, em grande parte, do procedimento (plano) adotado para selecio-
nar a amostra. Assim, em problemas envolvendo amostras, antes de tomarmos uma
decisdo, teriamos de responder a quatro perguntas:

(a) Qual a populacdo a ser amostrada?

(b) Como obter os dados (a amostra)?

(c) Que informacdes pertinentes (estatisticas) serdo retiradas da amostra?

(d) Como se comporta(m) a(s) estatistica(s) quando o mesmo procedimento de esco-

Iher a amostra é usado numa populagdo conhecida?

Nas secOes e capitulos subsequentes tentaremos responder a essas perguntas.
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10.4 Como Selecionar uma Amostra

As observacOes contidas em uma amostra sdo tanto mais informativas sobre a popula-
¢do quanto mais conhecimento explicito ou implicito tivermos dessa mesma populacéo.
Por exemplo, a anélise da quantidade de globulos brancos obtida de algumas gotas de
sangue da ponta do dedo de um paciente dara uma idéia geral da quantidade dos glébulos
brancos no corpo todo, pois sabe-se que a distribuicdo dos glébulos brancos é homogé-
nea, e de qualquer lugar que se tivesse retirado a amostra ela seria “representativa”. Mas
nem sempre a escolha de uma amostra adequada é imediata. Por exemplo, voltando ao
Exemplo 10.2, para o qual queriamos obter uma amostra de habitantes para saber a opi-
nido sobre um projeto governamental, escolhendo intencionalmente uma amostra de 200
individuos moradores de certa regido beneficiada pelo projeto, saberemos de antemao
que o resultado conterd um viés de selecdo. Isto &, na amostra, a proporc¢do de pessoas
favoraveis ao projeto devera ser maior do que no todo, donde a importancia da adocéo de
procedimentos cientificos que permitam fazer inferéncias adequadas sobre a populagao.

A maneira de se obter a amostra é tdo importante, e existem tantos modos de fazé-lo,
que esses procedimentos constituem especialidades dentro da Estatistica, sendo Amostragem
e Planejamento de Experimentos as duas mais conhecidas. Poderiamos dividir os procedi-
mentos cientificos de obtencdo de dados amostrais em trés grandes grupos:

(a) Levantamentos Amostrais, nos quais a amostra € obtida de uma populacdo bem definida,
por meio de processos bem protocolados e controlados pelo pesquisador. Podemos, ainda,
subdividi-los em dois subgrupos: levantamentos probabilisticos e ndo-probabilisticos. O
primeiro retne todas aquelas técnicas que usam mecanismos aleatérios de sele¢éo dos
elementos de uma amostra, atribuindo a cada um deles uma probabilidade, conhecida a
priori, de pertencer & amostra. No segundo grupo estdo os demais procedimentos, tais
como: amostras intencionais, nas quais o0s elementos sdo selecionados com o auxilio de
especialistas, e amostras de voluntérios, como ocorre em alguns testes sobre novos medi-
camentos e vacinas. Ambos os procedimentos tém suas vantagens e desvantagens. A
grande vantagem das amostras probabilisticas € medir a precisdo da amostra obtida,
baseando-se no resultado contido na propria amostra. Tais medidas ja sao bem mais
dificeis para os procedimentos do segundo grupo.

Estdo nessa situacdo os Exemplos 10.1 (conhecer os salérios da Cia. MB), 10.2 (identificar
a proporcao de individuos favoraveis ao projeto), 10.4 (pesos dos pacotes de café) etc.

(b) Planejamento de Experimentos, cujo principal objetivo é o de analisar o efeito de uma
variavel sobre outra. Requer, portanto, interferéncias do pesquisador sobre o ambiente
em estudo (populacdo), bem como o controle de fatores externos, com o intuito de
medir o efeito desejado. Podemos citar como exemplos aquele ja citado sobre a altura
de um produto na géndola de um supermercado afetar as vendas e o Exemplo 10.6.
Em ensaios clinicos em medicina, esse tipo de estudo é bastante usado, como por
exemplo para testar se um novo medicamento é eficaz ou ndo para curar certa doenca.

(c) Levantamentos Observacionais: aqui, os dados sdo coletados sem que 0 pesquisador
tenha controle sobre as informagdes obtidas, exceto eventualmente sobre possiveis
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erros grosseiros. As séries de dados temporais sdo exemplos tipicos desses levanta-
mentos. Por exemplo, queremos prever as vendas de uma empresa em funcdo de ven-
das passadas. O pesquisador ndo pode selecionar dados, esses sdo as vendas efetiva-
mente ocorridas. Nesses casos, a especificacdo de um modelo desempenha um papel
crucial na ligacdo entre dados e populacéo.

No caso de uma série temporal, 0 modelo subjacente é o de processo estocstico; pode-
mos pensar que a série efetivamente observada € uma das infinitas possiveis realizacbes
desse processo. A populacdo hipotética aqui seria 0 conjunto de todas essas realizacoes, e a
série observada seria a amostra. Veja Morettin e Toloi (2006) para mais informacdes.

Neste livro iremos nos concentrar principalmente em levantamentos amostrais e, mais
ainda, num caso simples de amostragem probabilistica, a amostragem aleatéria simples,
com reposicao, a ser designada por AAS. O leitor poderéd consultar Bussab e Bolfarine
(2005) para obter mais detalhes sobre outros procedimentos amostrais. Um breve resumo
sobre alguns planos é dado no Problema 37. NogOes sobre planejamento de experimentos
podem ser vistas em Peres e Saldiva (1982).

| ____Problemas |
1. D& sua opinido sobre os tipos de problemas que surgiriam nos seguintes planos amostrais:
(a) Para investigar a proporcéo dos operdrios de uma fébrica favoréveis & mudanca do

inicio das atividades das 7h para as 7h30, decidiu-se entrevistar os 30 primeiros ope-
rérios que chegassem & fébrica na quarta-feira.

(b) Mesmo procedimento, sé que o objetivo é estimar a altura média dos operdrios.

(c) Para estimar a porcentagem média da receita municipal investida em lazer, enviaram-
se questiondrios a todas as prefeituras, e a amostra foi formada pelas prefeituras que
enviaram as respostas.

(d) Para verificar o fato de oferecer brindes nas vendas de sabdo em pé, tomaram-se
quatro supermercados na zona sul e quatro na zona norte de uma cidade. Nas quatro
lojas da zona sul, o produto era vendido com brinde, enquanto nas outras quatro era
vendido sem brinde. No fim do més, compararam-se as vendas da zona sul com as da
zona norte.

2. Refazer o Problema 7 do Capitulo 8.

10.5 Amostragem Aleatéria Simples

A amostragem aleat6ria simples é a maneira mais facil para selecionarmos uma amos-
tra probabilistica de uma populacdo. Além disso, o conhecimento adquirido com esse
procedimento servira de base para o aprendizado e desenvolvimento de outros procedi-
mentos amostrais, planejamento de experimentos, estudos observacionais etc. Comece-
mos introduzindo o conceito de AAS de uma populacdo finita, para a qual temos uma
listagem de todas as N unidades elementares. Podemos obter uma amostra nessas condi-
cdes, escrevendo cada elemento da populacdo num cartdo, misturando-0s huma urna e
sorteando tantos cartdes quantos desejarmos na amostra. Esse procedimento torna-se
invidvel quando a populagdo € muito grande. Nesse caso, usa-se um processo alternativo,
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no qual os elementos sdo numerados e em seguida sorteados por meio de uma tabela de
numeros aleatorios (veja a sua utilizagdo em Problemas e Complementos) ou por meio
do uso de computadores, que podem gerar numeros aleatdrios (veja o Capitulo 9).

Utilizando-se um procedimento aleatério, sorteia-se um elemento da populacgéo,
sendo que todos os elementos tém a mesma probabilidade de ser selecionados. Repe-
te-se 0 procedimento até que sejam sorteadas as n unidades da amostra.

Podemos ter uma AAS com reposicdo, se for permitido que uma unidade possa ser
sorteada mais de uma vez, e sem reposicdo, se a unidade sorteada for removida da
populacgéo.

Do ponto de vista da quantidade de informacdo contida na amostra, amostrar sem
reposicao é mais adequado. Contudo, a amostragem com reposicdo conduz a um tra-
tamento tedrico mais simples, pois ela implica que tenhamos independéncia entre as
unidades selecionadas. Essa independéncia facilita o desenvolvimento das proprieda-
des dos estimadores que serdo considerados.

Portanto, para o restante do livro, o plano amostral considerado sera o de amostragem
aleatoria simples com reposicao, que denotaremos simplesmente por AAS.

Vejamos com algum detalhe o significado mais preciso de uma amostra.

Exemplo 10.7. Considere o Problema 2 acima, em que colhemos todas as amostras possi-
veis de tamanho 2, com reposicédo, da populacdo {1, 3, 5, 5, 7}. Defina a variavel X: valor
assumido pelo elemento na populagdo. Entdo, a distribuicdo de X é dada pela Tabela 10.1.

Tabela 10.1: Distribuicéo da v.a. X para o Problema 2.

X 1 3 5 7
P(X=x) | 1/5 1/5 2/5 1/5

Indicando por X, o nimero selecionado na primeira extracdo e por X, 0 nimero
selecionado na segunda extragdo, vimos que era possivel escrever a distribuicdo con-
junta do par (X;, X,). Veja também a Tabela 10.2. Além disso, as distribuicbes margi-
nais de X, e X, sdo independentes e iguais a distribuicdo de X. Desse modo, cada uma
das 25 possiveis amostras de tamanho 2 que podemos extrair dessa populacdo
corresponde a observar uma particular realizacdo da v.a. (X;, X,), com X, e X, indepen-
dentes e P(X, = x) = P(X, = x) = P(X = x), para todo x. Essa é a caracterizagdo de
amostra casual simples que iremos usar neste livro.

Definicdo. Uma amostra aleatoria simples de tamanho n de uma variavel aleatoria X,
com dada distribui¢do, é o conjunto de n varidveis aleatorias independentes X;, X,, ..., X,
cada uma com a mesma distribuicdo de X.

Ou seja, a amostra serd a n-upla ordenada (X;, X,, ..., X,), onde X; indica a observagéo
do i-ésimo elemento sorteado.
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Quando a populacdo é caracterizada por uma distribuicdo de probabilidades, o
modo mais simples para sortear uma AAS é usar os procedimentos de simulacdo estu-
dados no Capitulo 9. O processo de simular uma observacdo de uma distribuicdo
especificada por seus pardmetros nada mais € do que retirar uma AAS de tamanho um
da populagdo. Desse modo, para retirar uma AAS (com reposi¢do) de n individuos da
populagdo X, basta gerar n nimeros aleatérios independentes dessa distribuig&o.

Exemplo 10.8. Vamos retirar uma AAS de 5 alturas (em cm) de uma populacdo de
mulheres cujas alturas X seguem a distribuicdo N(167; 25).

Usando-se, por exemplo, o gerador de numeros aleatérios do Excel, fornecendo
0s parametros u = 167 e o = 5, além do tamanho da amostra n = 5, obtemos o0s valores:

X, = 165, X, =161, x, =168, x, =173, X, = 173.

Note que, se vocé for gerar uma tal amostra, poderéd obter valores diferentes desses.
Observe, também, que o primeiro elemento a ser observado pode ser qualquer valor da
populacdo simulada N(167; 25). Desse modo, indicando por X, o valor observado
na primeira extracdo, concluimos que X; ~ N(167; 25). Como a geracdo do segundo
numero aleatério é feita independentemente do segundo, resulta que a v.a. X,, valor
observado na segunda extracdo, também segue uma distribuicdo N(167; 25), e assim
por diante.

Diante do exposto, vemos que continua valida a definicdo de AAS dada acima,
quando a amostra € retirada de uma populacdo referenciada pela sua distribuicdo de
probabilidades.

No caso de uma populagdo X continua, com f.d.p. f (x), a f.d.p. conjunta da amos-
tra (X;, X, ..., X,), segundo o que vimos no Capitulo 8, serd dada por

f(Xys X0 ooy %) = Fi(X)FH(X0) .o Fi(X0),

onde fi(x;) denota a distribuicdo (marginal) de X;, i =1, ..., n.
Antes de prosseguirmos, seria interessante fazer uma comparagdo da inferéncia
estatistica com o processo de simulacdo da populacao.

Podemos imaginar que qualquer caracteristica X de interesse seja produzida por
um “programa” (modelo) de gerador de nimeros aleatérios, e que somente 0 “pro-
prietario” (natureza) desse programa é que conhece a forma da distribuicdo de X, 0s
valores dos par@metros etc. relacionados ao programa. Quando “obtemos” a amos-
tra, estamos apenas observando o resultado da simulacdo, ndo conhecemos nada do
processo gerador dos dados. O objetivo da inferéncia estatistica é fornecer critérios
para nos ajudar a descobrir a forma da distribuicdo e/ou pardmetros usados pelo
“proprietario”. Bons indicadores desses valores nos ajudam a entender melhor os
fendmenos e fazer previsdes para futuras observacdes.
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Daqui para frente, a menos que esteja especificada de outra maneira, sempre que
mencionarmos a palavra amostra, estaremos entendendo a amostra obtida pelo pro-
cesso probabilistico AAS, ou seja, 0 vetor aleatério (X, X,, ..., X,) definido acima.

3. Adistribuicdo do nimero de filhos, por familia, de uma zona rural estd no quadro abaixo.
Ne de filhos Porcentagem
0 10
1 20
2 30
3 25
4 15
Total 100

(a) Sugira um procedimento para sortear uma observacéo ao acaso dessa populacéo.

(b) D&, naforma de uma tabela de dupla entrada, as possiveis amostras do nimero de filhos
de duas familias que podem ser sorteadas e as respectivas probabilidades de ocorréncia.

(c) Se fosse escolhida uma amostra de tamanho 4, qual seria a probabilidade de se
observar a quédrupla ordenada (2, 3, 3, 1)2

10.6 Estatisticas e Parametros

Obtida uma amostra, muitas vezes desejamos usa-la para produzir alguma caracte-
ristica especifica. Por exemplo, se quisermos calcular a média da amostra (X,, X,, ...,
X.), esta serd dada por

X= %{Xﬁ X, + ...+ X}

E fécil verificar que X é também uma variavel aleatéria. Podemos também estar
interessados em qualquer outra caracteristica da amostra, que sera sempre uma fungéo
do vetor aleatorio (X, ..., X,).

Definicao. Uma estatistica € uma caracteristica da amostra, ou seja, uma estatistica T é
uma funcéo de X, X,, ..., X..

As estatisticas mais comuns sdo:
X= 1/n > X : média da amostra,
i=1

1 < —
§? = 1 Zl(xi — X)? :variancia da amostra,

Xa = min (X;, X,, ..., X;) : 0 menor valor da amostra,
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Xy = max (X;, Xy ..., X;) : 0 maior valor da amostra,
W = Xy — X - amplitude amostral,
X = a i-ésima maior observacdo da amostra.

Em geral, como ja vimos no Capitulo 3, podemos considerar as estatisticas de ordem,
Xy < Xy < oo < Koy

ou seja, os elementos da amostra ordenados.

Outras estatisticas importantes sdo os quantis (empiricos), q(p), 0 < p < 1, defini-
dos no Capitulo 3, especialmente os trés quartis q,, d, € ds.

Para facilitar a linguagem usada em Inferéncia Estatistica, iremos diferenciar as
caracteristicas da amostra e da populagéo.

Definicdo. Um parametro é uma medida usada para descrever uma caracteristica
da populagéo.

Assim, se estivermos colhendo amostras de uma populagdo, identificada pela v.a.
X, seriam parametros a média E(X) e sua variancia Var(X).

Os simbolos mais comuns sdo dados na tabela a seguir.

Denominagdo Populagdo Amostra
Média u=E(X) X=> X/n
Mediana Md = Q, md = g,
Varidncia 02 =Var(X) §2=> (X,— X)(n-1)
Ne° de elementos N n
Propor¢do p p
Quantil Q(p) a(p)
Quartis Q1 Q. Qg Q1 U, s
Intervalo infer-quartil dy=Q,-Q, d, =0y — 0,
Funcdio densidade f(x) histograma
Funcdio de distribuicdio F(x) F,(x)

10.7 Distribuicoes Amostrais

Vimos na secdo 10.3 que o problema da inferéncia estatistica é fazer uma afirma-
¢ao sobre os parametros da populacdo através da amostra. Digamos que nossa afirmacao
deva ser feita sobre um pardmetro 6 da populacdo (por exemplo, a média, a variancia
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ou qualquer outra medida). Decidimos que usaremos uma AAS de n elementos sortea-
dos dessa populagdo. Nossa decisdo sera baseada na estatistica T, que serd uma funcéo da
amostra (X;, X,, ..., X.), ou seja, T =1 ( X, ..., X,). Colhida essa amostra, teremos observado
um particular valor de T, digamos t,, € baseados nesse valor é que faremos a afirmacao
sobre 0, o parametro populacional. Veja a Figura 10.1 (a).

A validade da nossa resposta seria melhor compreendida se soubéssemos o que acon-
tece com a estatistica T, quando retiramos todas as amostras de uma populagdo conhecida
segundo o plano amostral adotado. Isto €, qual a distribuicdo de T quando (X, ..., X,)
assume todos os valores possiveis. Essa distribuicdo é chamada distribuicdo amostral da
estatistica T e desempenha papel fundamental na teoria da inferéncia estatistica.
Esquematicamente, teriamos o procedimento representado na Figura 10.1, onde temos:

(a) uma populagdo X, com determinado pardmetro de interesse 6;
(b) todas as amostras retiradas da populacdo, de acordo com certo procedimento;
(c) para cada amostra, calculamos o valor t da estatistica T; e

(d) os valores t formam uma nova populacdo, cuja distribuicdo recebe o nome de
distribuicdo amostral de T.

Figura 10.1: (a) Esquema de inferéncia sobre 6.
(b) Distribuicdio amostral da estatistica T.

Populagdio

Amostra

Amostras Populagdio das

Populagdo @ estatisticas
/\L
X ~ f(x; 8) - = s Gy ooy by oo
/\,\ é -
_—
/T‘C

T~g(t6)
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Vejamos alguns exemplos simples para aclarar um pouco mais o conceito de distri-
buicdo amostral de uma estatistica. Nosso principal objetivo é identificar um modelo
que explique bem a distribuicdo amostral de T. E evidente que a distribuicio de T ira
depender da distribuicdo de X e do plano amostral, em nosso caso reduzido a AAS.

Exemplo 10.9. Voltemos ao Exemplo 10.7, no qual selecionamos todas as amostras
de tamanho 2, com reposi¢do, da populacdo {1, 3, 5, 5, 7}. A distribuicdo conjunta da
variavel bidimensional (X;, X,) é dada na Tabela 10.2.

Vejamos qual é a distribuicdo da estatistica

X = Xl;XZ. (10.1)

Essa distribuicdo é obtida por meio da Tabela 10.2. Por exemplo, quando a amos-
tra selecionada é o par (1, 1), a média sera 1; entdo, temos que P(X = 1) = 1/25. Obte-
remos a média igual a 3 quando ocorrer o evento A = {(1, 5),(3, 3),(5, 1)}, logo

1,2,5

. 2
PX=3)=PA) =55 * 75 * 25 * 25

-1
X

Tabela 10.2: Distribuicdo das probabilidades das possiveis amostras de tamanho 2
que podem ser selecionadas com reposicdo da populac&o {1,3,5,5,7}.

X, X 1 3 5 7 Total
1 1/25 1/25 2/25 1/25 1/5
3 1/25 1/25 2/25 1/25 1/5
5 2/25 2/25 4/25 2/25 2/5
7 1/25 1/25 2/25 1/25 1/5
Total 1/5 1/5 2/5 1/5 1

Procedendo de maneira analoga para os demais valores que X pode assumir,
obtemos a Tabela 10.3, que da a distribuicdo da v.a. X. Na Figura 10.2 temos as
distribuicdes de X e de X.

Tabela 10.3: Distribuicdio amostral da estatistica X.

X 1 2 3 4 5 6 7 Total

P(X=x) 1/25 2/25 5/25 6/25 6/25 4/25 1/25 1,00
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Figura 10.2: Distribuicdo de X(~——-) e X(——), obtida de 25 amostras de tama-
nho2de{1,3,5,5,7}.

6/25 +

1 A N
4/25 4 l :
I I
T—____ _____\ [
2/25 % ‘r }r i ﬂ;
|
A RN R
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Com um procedimento analogo podemos obter as distribui¢des amostrais de ou-
tras estatisticas de interesse. As Tabelas 10.4 e 10.5 trazem as distribui¢des amostrais
das estatisticas W = amplitude total e S? = > (X; — X)?/(n — 1), respectivamente.

Tabela 10.4: Distribuicdo amostral de W.

w 0 2 4 6 Total
P(W=w) 7/25 10/25 6/25 2/25 1,00

Tabela 10.5: Distribuicdo amostral de S2.
s? 0 2 8 18 Total
P(S? = 52) 7/25 10/25 | /25 2/25 1,00

Exemplo 10.5. (continuacao) No caso do lancamento de uma moeda 50 vezes, usando
como estatistica X = nimero de caras obtidas, a obtencdo da distribuicdo amostral, que ja
foi vista, é feita por meio do modelo binomial b(50, p), qualquer que seja p = probabilidade
de ocorréncia de cara num lancamento, 0 < p < 1. Se estivermos interessados em
julgar a “honestidade” da moeda, estaremos verificando se p = 0,5. Nessas condicfes, a
P(X = 36|n = 50, p = 0,5) = 0,0013 = 0,13%.

Portanto, caso a moeda seja honesta, em 50 lancamentos, a probabilidade de se
obterem 36 ou mais caras é da ordem de 1 por 1.000. Ou seja, se a moeda fosse
honesta, o resultado observado (36 caras) seria muito pouco provavel, evidenciando
que p > 0,5.
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Comparando os dois ultimos exemplos, vemos que nos interessa determinar pro-
priedades das distribuigcfes amostrais que possam ser aplicadas em situagfes mais
gerais (como no caso binomial) e ndo em situagGes muito particulares (como no
Exemplo 10.7). Iremos, agora, estudar as distribui¢des amostrais de algumas estatis-
ticas importantes. Nos capitulos seguintes essas distribuicdes serdo usadas para fa-
zer inferéncias sobre populacdes.

Quando estivermos trabalhando com populagdes identificadas pela distribuicdo de
probabilidades, ndo poderemos gerar todas as amostras possiveis. Devemos conten-
tar-nos em simular um namero “grande” de amostras e ter uma idéia do que acontece
com a estatistica de interesse.

Exemplo 10.8. (continuacao) Qual seria a distribuicdo amostral da mediana das altu-
ras de amostras de 5 mulheres retiradas da populagcdo X ~ N(167; 25)? Como né&o
podemos gerar todas as possiveis amostras de tamanho 5 dessa populacéo, simula-
mos, via Excel, 200 amostras de tamanho 5 e obtivemos os seguintes resultados:

E(md) = 166,88, Var(md) = 7,4289, dp(md) = 2,72,
Xay = mMin(Xy, ..., Xyg0) = 160, Xy = Max (Xy, ..., Xpg0) = 173.
Observando os resultados somos levados a pensar que a distribuicdo amostral de

md deve ser proxima de uma normal, com meédia proxima de u = 167 e desvio padréo
menor do que o = 5. Veja a Figura 10.3.

\oltaremos a falar na distribuicdo da mediana amostral em sec¢des futuras.

Figura 10.3: Distribuicdo amostral da mediana, obtida de 200 amostras
de tamanho 5 de X ~ N (167; 25).

Frequéncia
= —_— N N w w
O ;o © & © & & &
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4. Usando os dados da Tabela 10.2, construa a distribuicdo amostral da estatistica
o2 Z(Xi_ Xy

n
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5. No Problema 3, se X indicar o nimero de filhos na populacéo, X; o nimero de filhos
observados na primeira extracéo e X, na segunda:
(a) calcule a média e a variéncia de X;
(b) calcule E(X)) e Var(X),i=1,2;

- +
(c) construa a distribuicdo amostral de X = @;

(d) calcule E(X) e Var(X);

(e) faca num mesmo grdfico os histogramas de X e de X;;

(/) construa as distribuicdes amostrais de $? = Zi2:1(Xi - X)2ed?= zi2:1(Xi - X)2;

(g) baseado no resultado de (f), qual dos dois estimadores vocé usaria para estimar a
varidncia de X2 Por qué?

(h) calcule P(IX — u| > 1).

D
~

Rl

6. Ainda com os dados do Problema 3, e para amostras de tamanho 3:
(a) determine a distribuicdio amostral de X e faca o histograma;
(b) calcule a média e variéncia de X;
(c) calcule P(IX - ul > 1).
(d) se as amostras fossem de tamanho 4, a P(|X — | > 1) seria maior ou menor do que
a probabilidade encontrada em (c)2 Por qué?

10.8 Distribuicdo Amostral da Média

Vamos estudar agora a distribuicdo amostral da estatistica X, a média da amostra.
Consideremos uma populacdo identificada pela variavel X, cujos pardmetros media
populacional p = E(X) e variancia populacional ¢? = Var(X) séo supostos conhecidos.
Vamos retirar todas as possiveis AAS de tamanho n dessa populacgdo, e para cada uma
calcular a média X. Em seguida, consideremos a distribuicdo amostral e estudemos
suas propriedades. Voltemos a considerar, a titulo de ilustracdo, o Exemplo 10.7.

Exemplo 10.10. A populacdo {1, 3, 5, 5, 7} tem média u = 4,2 e variancia o? = 4,16.
A distribuicdo amostral de X estd na Tabela 10.3, da qual obtemos

—— 1 2 5 6 6
E(X) = pi=1lx — +2x = +3x — +4x — +5x —
(X) = 2% p 25 25 25 25 25
+6 X i+7><i=4,2.
25 25

De modo analogo, encontramos
Var(X) = 2,08.

Verificamos, aqui, dois fatos: primeiro, a média das médias amostrais coincide com a
média populacional; segundo, a variancia de X é igual a variancia de X, dividida por n = 2.
Estes dois fatos ndo sdo casos isolados. Na realidade, temos o seguinte resultado.
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Teorema 10.1. Seja X uma v.a. com media u e variancia o?, e seja (X, ..., X,) uma
AAS de X. Entdo,

_ — 02
EX)=u e Var(X) = r
Prova. Pelas propriedades vistas no Capitulo 8, temos:
E(X) = (1/n) {E(X,) + ... + E(X)}
=@Wn){u+p+ . +u}=nun=p
De modo analogo, e pelo fato de X,, ..., X, serem independentes, temos
Var(X) = (1/n2) {Var(X,) + ... + Var(X,)}
= (1/n?) {o? + ... + 6%} = no?n? = o?n.

Determinamos, entdo, a média e a variancia da distribuicdo amostral de X. Veja-
mos, agora, como obter informacdo sobre a forma da distribuicdo dessa estatistica.

Exemplo 10.10. (continuacdo) Para a populagéo {1, 3, 5, 5, 7}, vamos construir os
histogramas das distribui¢fes de X paran =1, 2 e 3.

(i) Paran =1, vemos que a distribuicdo de X coincide com a distribuicdo de X, com
E(X) = E(X) = 4,2 e Var(X) = Var(X) = 4,16 (Figura 10.4(a)).

Figura 10.4: Distribuigdo de X para amostras

de {1,3,5,5,7}.

, v ,
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(a) Var(X)=4,16,n= 1
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(b) Var(X)=2,08,n =2

|
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1 3 EX)5 7 X
(c) Var(X)=1,39,n=3




10.8 DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA MEDIA 979

(i) Para n = 2, baseados na Tabela 10.3, temos a distribuicdo de X dada na Figura

10.4(b), com E(X) = 4,2 e Var(X) = 2,08.

(iii) Finalmente, para n = 3, com os dados da Tabela 10.6, temos a distribuicéo de X na

Figura 10.4 (c), com E(X) = 4,2 e Var(X) = 1,39.

Observe que, conforme n vai aumentando, o histograma tende a se concentrar cada
vez mais em torno de E(X) = E(X) = 4,2, ja que a variancia vai diminuindo. Os casos
extremos passam a ter pequena probabilidade de ocorréncia. Quando n for suficiente-
mente grande, o histograma alisado aproxima-se de uma distribuicdo normal. Essa apro-
ximacgdo pode ser verificada analisando-se os graficos da Figura 10.5, que mostram o

comportamento do histograma de X para varias formas da distribuicio da populagio e
varios valores do tamanho da amostra n.

Esses exemplos sugerem que, quando o tamanho da amostra aumenta, indepen-
dentemente da forma da distribuicio da populagdo, a distribuicdo amostral de X apro-
xima-se cada vez mais de uma distribuicdo normal. Esse resultado, fundamental na
teoria da Inferéncia Estatistica, é conhecido como Teorema Limite Central (TLC).

Figura 10.5: Histogramas correspondentes as distribuicdes amostrais de X para amostras extraidas
de algumas populagdes.
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Teorema 10.2. (TLC) Para amostras aleatorias simples (X,, ..., X;), retiradas de uma
populagdo com média u e variéncia o? finita, a distribuicdo amostral da média X apro-
xima-se, para n grande, de uma distribui¢do normal, com média u e variancia o?n.



280 CAPITULO 10 — INTRODUCAO A INFERENCIA ESTATISTICA

A demonstracdo completa desse teorema exigiria recursos dos quais ndo dispo-
mos, portanto ndo serad dada, mas o importante é sabermos como esse resultado pode
ser usado.

Observemos que, se a populagdo for normal, entdo X tera distribuicio exata nor-
mal. Esse resultado segue do fato de que a distribuicdo de uma combinacgéo linear de
v.a.’s normais independentes tem ainda distribuicdo normal. No caso da X, a média
e variancia dessa normal serdo dadas pelo Teorema 10.1. A prova dessa propriedade
depende do conceito de funcdo geradora de momentos, que ndo sera objeto deste livro.
O leitor interessado pode consultar Meyer (1965), por exemplo.

Exemplo 10.11. Voltemos ao Exemplo 10.4, onde uma maquina enchia pacotes cujos
pesos seguiam uma distribuicdo N(500, 100). Colhendo-se um amostra de n = 100 paco-
tes e pesando-os, pelo que foi dito acima, X terd uma distribuicdo normal com média
500 e variancia 100/100 = 1. Logo, se a maquina estiver regulada, a probabilidade de
encontrarmos a média de 100 pacotes diferindo de 500 g de menos de 2 gramas sera

P(IX = 500! < 2) = P(498 < X < 502) = P(2 < Z < 2) =~ 95%.

Ou seja, dificilmente 100 pacotes terdo uma média fora do intervalo (498, 502).
Caso 100 pacotes apresentem uma média fora desse intervalo, podemos considerar
como um evento raro, e serd razoavel supor que a maquina esteja desregulada.

Outra maneira de apresentar o0 TLC é por meio do

Corolario 10.1. Se (X, ..., X,) for uma amostra aleatdria simples da populacdo X, com
média u e variancia o? finita, e X = (X, + ... + X,)/n, entdo
_X-u
Z= = ~ N(0, 1). (10.2)
oh'n
Basta notar que se usou a transformacéo usual de reduzir a distribuicdo de X a uma
normal padrdo. Observe, também, que (10.2) pode ser escrita como

_vVn(X-p)
- c

z ~ N(, 1). (10.3)

Chamemos de e a v.a. que mede a diferenca entre a estatistica X e 0 pardmetro p,
isto €, e =X — u; e é chamado o erro amostral da média. Entdo, temos o

Corolario 10.2. A distribuicdo de e aproxima-se de uma distribuicdo normal com
média O e variancia o?/n, isto &,

@ ~ N(0, 1). (10.4)

O TLC afirma que X aproxima-se de uma normal quando n tende para o infinito, e
a rapidez dessa convergéncia (veja a Figura 10.5) depende da distribuicdo da popula-
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cdo da qual a amostra é retirada. Se a populacdo original tem uma distribuicdo proxi-
ma da normal, a convergéncia € rapida; se a populacdo original se afasta muito de uma
normal, a convergéncia € mais lenta, ou seja, necessitamos de uma amostra maior para
que X tenha uma distribuicdo aproximadamente normal. Para amostras da ordem de 30
ou 50 elementos, a aproximacdo pode ser considerada boa.

7. Uma v.a. X tem distribuicdo normal, com média 100 e desvio padrdo 10.
(@) Qual a P(90 < X < 110)?
(b) Se )_(forgmédio de uma amostra de 16 elementos retirados dessa populacéo, calcule
P(90 < X < 110).
(c) Represente, num Unico grdfico, as distribuicées de X e X.
(d) Que tamanho deveria ter a amostra para que P(90 < X < 110) = 0,952

8. A mdquina de empacotar um determinado produto o faz segundo uma distribuicéo nor-
mal, com média u e desvio padréo 10 g.
(a) Em quanto deve ser regulado o peso médio i para que apenas 10% dos pacotes
tenham menos do que 500 g2

(b) Com a méquina assim regulada, qual a probabilidade de que o peso total de 4 paco-
tes escolhidos ao acaso seja inferior a 2 kg2

9. No exemplo anterior, e apds a méquina estar regulada, programou-se uma carta de
controle de qualidade. De hora em hora, serd retirada uma amostra de quatro pacotes e
esses serdo pesados. Se a média da amostra for inferior a 495 g ou superior a 520 g,
encerra-se a producdo para reajustar a méquina, isto é, reajustar o peso médio.

(a) Qual é a probabilidade de ser feita uma parada desnecessaria?
(b) Se o peso médio da mdquina desregulou-se para 500 g, qual é a probabilidade de
continuar a producéo fora dos padrées desejados?

10. A capacidade mdaxima de um elevador é de 500 kg. Se a distribuicdo X dos pesos dos
usudrios for suposta N(70, 100):
(a) Qual é a probabilidade de sete passageiros ultrapassarem esse limite?

(b) E seis passageiros?
10.9 Distribuicdo Amostral de uma Propor¢éo

Vamos considerar uma populacdo em que a proporcdo de elementos portadores de
certa caracteristica é p. Logo, podemos definir uma v.a. X, da seguinte maneira:

X :{ 1, se o individuo for portador da caracteristica
0, se o individuo ndo for portador da caracteristica,

logo,
u=E(X)=p, o®=Var(X)=p(l-p).
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Retirada uma AAS dessa populacdo, e indicando por Y, o total de individuos porta-
dores da caracteristica na amostra, ja vimos que

Y, ~ b(n, p).

Vamos definir por p a propor¢do de individuos portadores da caracteristica na
amostra, isto e,

p=-1.
Entéo,
P(Ya = k) = P(Ys/n = k/n) = P(p = k/n),
ou seja, a distribuicdo amostral de p € obtida da distribuicdo de Y,

Vimos na secdo 7.5 que a distribuicdo binomial pode ser aproximada pela distribuicéo
normal. VVamos mostrar que a justificativa desse fato estd no TLC. Inicialmente, observe que

Y, =X + X, + .+ X,

onde cada X; tem distribuicdo de Bernoulli, com média u = p e variancia o2 = p(1 - p),
e sdo duas a duas independentes. Podemos escrever que

Y, = nX,
mas pelo TLC, X ter4 distribuicdo aproximadamente normal, com média p e variancia

_p(ln— P) , OU seja,

%~ N<p, p- p)).
n
Logo, a transformagdo Y, = nX teré a distribuigdo

Yo ~ N(np, np(1 - p)),
que foi a aproximacgédo adotada na segéo 7.5.

Observe que X, na expressdo acima, é a propria variavel p e, desse modo, para n
grande podemos considerar a distribuicdo amostral de p como aproximadamente normal:

b~ N<p, p(ln— p)>'

Exemplo 10.12. Suponha que p = 30% dos estudantes de uma escola sejam mulheres.
Colhemos uma AAS de n = 10 estudantes e calculamos f = propor¢do de mulheres na
amostra. Qual a probabilidade de que f difira de p em menos de 0,01? Temos que essa
probabilidade é dada por

P(Ip - pl < 0,01) = P(-0,01 < p - p < 0,01).
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Mas, p - p ~ N(O, M ) e como p = 0,3, temos que

n

Var(p) = (0, 3)(0, 7)/10 = 0,021,

e, portanto, a probabilidade pedida é igual a

11.

12.

13.

-0,01 0,01
P ! < Z< —=—_|=P(-0,07 < Z<0,07) =0,056.
<V0,021 v 0,021 )

Sabe-se que 20% das pecas de um lote sdo defeituosas. Sorteiam-se oito pecas, com

reposicéo, e calcula-se a proporcdo p de pecas defeituosas na amostra.

(a) Construa a distribuicdo exata de p (use a tédbua da distribuicéo binomial).

(b) Construa a aproximacdo normal & binomial.

(c) Vocé pensa que a segunda distribuicdo é uma boa aproximacéo da primeira?

(d) J& sabemos que, para dado p fixo, a aproximacéo melhora & medida que n aumenta.
Agora, se n for fixo, para qual valor de p a aproximagéo é melhor?

Um procedimento de controle de qualidade foi planejado para garantir um mdéximo de
10% de itens defeituosos na producéo. A cada 6 horas sorteia-se uma amostra de 20
pecas e, havendo mais de 15% de defeituosas, encerra-se a producéo para verificacdo
do processo. Qual a probabilidade de uma parada desnecessdria?

Supondo que a producédo do exemplo anterior esteja sob controle, isto &, p=10%, e que os
itens sejam vendidos em caixas com 100 unidades, qual a probabilidade de que uma caixa:
(a) tenha mais do que 10% de defeituosos?

(b) néo tenha itens defeituosos?

10.10 Outras Distribuicoes Amostrais

Do mesmo modo que estudamos a distribuicdo amostral de X, podemos, em prin-
cipio, estudar a distribuicdo amostral de qualquer estatistica T = f(X,, ..., X,). Mas,
quanto mais complexa for essa relacdo f, mais dificil sera a derivacdo matematica das
propriedades dessa estatistica. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 10.13. Na Tabela 10.6 apresentamos a distribuicdo de trés outras estatisticas;
a variancia da amostra,
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que difere de S? apenas no denominador, e que foi estudado no Capitulo 3. Desta
tabela, obtemos as distribui¢des amostrais apresentadas nas Tabelas 10.7, 10.8 e 10.9.

Tabela 10.6: Distribuicdio amostral de algumas estatisticas obtidas de amostra de tamanho n = 3,
retiradas da populagdo {1, 3, 5,5, 7} (u=4,2, 6°=4,16 e Md =5).

Tipo de Freqiiéncia S Soma dos Média | Mediana Variéncia
amostra (prob. x 125) oma quadrados X md 52 5
111 1 3 3 1,00 1 0 0
113 3 5 1 1,67 1 4/3 8/9
115 6 7 /4 2,33 1 16/3 32/9
17 3 9 51 3,00 1 12 8
133 3 7 19 2,33 3 4/3 8/9
135 12 9 35 3,00 3 4 8/3
137 6 11 59 3,67 3 28/3 56/9
155 12 1 51 3,67 5 16/3 | 32/9
157 12 13 75 4,33 5 28/3 56/9
177 3 15 9 5,00 7 12 8
333 1 9 74 3,00 3 0 0
335 6 11 43 3,67 3 4/3 8/9
337 3 13 67 4,33 3 16/3 32/9
355 12 13 59 4,33 5 4/3 8/9
357 12 15 83 5,00 5 4 8/3
377 3 17 107 567 7 16/3 32/9
555 8 15 75 5,00 5 0 0
557 12 17 9 567 5 4/3 8/9
577 6 19 123 6,33 7 4/3 8/9
777 1 21 147 7,00 7 0 0
Total 125

Tabela 10.7: Distribuicéio amostral da variéncia S?, para amostras de tamanho 3, retiradas da populagdo

{.I ’ 3[ 5[ 5/ 7}'
s? 0,00 1,33 4,00 5,33 9,33 12,00
P(S?=¢?) 11/125 42/125 24/125 24/125 18/125 6/125

E(S?) = 4,16, Var(S?) = 11,28.

Tabela 10.8: Distribuicdo amostral da mediana da amostra md para amos-

tras de tamanho 3, refiradas da popu|c:cao {1,3,5,5,7}.

md

1

3

5

7

Prob.

13/125

31/125

68/125

13/125

E(md) = 4,30, Var(md) = 2,54.
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Tabela 10.9: Distribuicdo amostral da variéncia 62, para amostras de
tamanho 3, retiradas da populacgo {1, 3, 5, 5, 73}.

&2 0,00 0,89 2,67 3,56 6,22 8,00
Prob. 11/125 42/125 24/125 24/125 18/125 6/125

E(6?) = 2,77, Var(6?) = 5,04.

Os graficos das fungbes de probabilidade estdo nas Figuras 10.6, 10.7 e 10.8. A
obtencdo das propriedades dessas estatisticas, de modo geral, ndo é uma tarefa facil, e os
modelos de probabilidade resultantes correspondem a distribuicdes mais complexas.

Figura 10.6: Distribuicdo amostral de S? para amostras de
tamanho n = 3 extraidas de {1, 3, 5, 5, 7}.

Prob. A
40/1254 [ ]
30/125 1
20/125
10/125”—
ol 1,33 4,005,233 933 12,00 s

Figura 10.7: Distribuigdo amostral de md para amostras de tamanho
n=3de{1,3,5,5,7}

Prob. 4
70/125 1

60/125 ¢
50/125 +
40/125 +

30/125 ¢
20/125 +

10/125 +
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Figura 10.8: Distribuicdo amostral de 2 para amostras de tamanho n = 3 extraidas de

{1,3,5,5,7}.
Prob. 4
0125} —
30/125
25/125
10/125 H H H
Il =i
ol 0,489 2,67 3,56 622 800 &

Por exemplo, note que E(S?) = 4,16 = o2, logo S? satisfaz uma propriedade analoga
a E(X) = u; dizemos que X e S2 sdo estimadores n&o-viesados dos respectivos parametros
U e o2 Esta propriedade ja ndo vale para md e 62, pois E(md) = 4,3, enquanto Md = 5,0
e E(6?) = 2,77 e ndo 4,16. Vemos que 62 sub-estima a verdadeira variancia.

Também pode-se demonstrar que S? segue uma distribuicdo que é um multiplo de
uma distribuicdo qui-quadrado (X?), quando a populacdo tem distribuicdo normal. Ver
a secdo 11.9. Ja a mediana md, obtida de amostras de uma populacdo simétrica, com
média u e variancia o?, segue aproximadamente uma distribuicdo normal, com média
E(md) = u e Var(md) = (ro?)/(2n). Note que se exigem mais suposi¢des do que aquelas
mencionada no TLC. Nos Capitulos 11 e 12 voltaremos a discutir algumas distribui-
¢cBes amostrais e suas aplicacdes.

14. Usando os dados da Tabela 10.2:

(a) construa a distribuicdo amostral de 62 € compare com a distribuicéo amostral de S? (Tabela
10.5). Vocé notou alguma propriedade de S?que seja “melhor” do que de 622

(b) seja U a média de elementos distintos de amostras de tamanho n=3. Por exemplo, se
a amostra observada for (1, 1, 3), entdo u = (1 + 3)/2 = 2. Construa a distribuicdo
amostral de U;

(c) compare as distribuicées amostrais de U e X.

15. Na tabela abaixo tem-se a distribuicdo dos saldrios da Secretaria A.

Classes de salérios | Freqiéncia relativa

4,5+ 7,5 0,10
7,5—10,5 0,20
10,5 13,5 0,40
13,5 16,5 0,20

16,5195 0,10
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(a) Calcule a média, a variéncia e a mediana dos saldrios nessa populagéo.

(b) Construa a distribuicdo amostral da média e da mediana para amostras de tamanho 2,
retiradas dessa populacéo.

(c) Mostre que a média X e a mediana md da amostra sdo estimadores ndo-viesados da
mediana Md da populacéo, no sentido que E(X) = E(md) = Md.

(d) Qual dos dois estimadores ndo-viesados vocé usaria para estimar Md nesse caso?

Por qué?
(e) Baseado na distribuicdo amostral da média, encontre a distribuicGo amostral da
estatistica
_ X-u
z=—5—n,
para n=2.

(f)  Quais sdo os valores de E(Z) e Var(2)?
(g) Construa a distribuicdo amostral da estatistica

1 X =
2 — YY)
e faca o seu histograma.

(h) Calcule a média e variancia de S2.
(i) Baseando-se nas distribuicdes amostrais anteriores, determine a distribuicdo amostral
da estatistica

t= S_”xlﬁ,

e construa seu histograma. Qual o problema encontrado?
(j) Calcule a média e variéncia de t, quando possivel.

(k) Calcule a P(|t] < 2) e P(|t] < 4,30).

16. Tente esbocar como ficariam os histogramas das estatisticas abaixo, para amostras de
tamanho grande.

(a) S? (faca o histograma da distribuicdo da Tabela 10.5)
(b) Z= X_T‘u\/ﬁ(Veio o Teorema Limite Central)

X —
(c) t= S £ \'n, definida no problema anterior (compare com a expressdo e o resul-

tado obtido em (b)).

10.11 Determinacdo do Tamanho de uma Amostra

Em nossas consideracdes anteriores fizemos a suposi¢do que o tamanho da amostra,
n, era conhecido e fixo. Podemos, em certas ocasides, querer determinar o tamanho da
amostra a ser escolhida de uma populagdo, de modo a obter um erro de estimacgdo
previamente estipulado, com determinado grau de confianca.
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Por exemplo, suponha que estejamos estimando a média u populacional e para
tanto usaremos a média amostral, X, baseada numa amostra de tamanho n. Suponha
que se queira determinar o valor de n de modo que

PIX-ul<g =y (10.5)

com 0 <y <1eeéoerroamostral maximo que podemos suportar, ambos valores fixados.

Sabemos que X ~ N(u, 6%n), logo X — u ~ N(O, 6%n) e portanto (10.5) pode ser
escrita

> _[-Vne ﬁe)~
P(-ng—yse)-P( 5 sZs_G =Y,

comZ = (X - u) Vn/c . Dado y, podemos obter z, da N(0,1), tal que P(-z,< Z<z,) =
¥, de modo que

Vne

o

= Zy,

do gque obtemos finalmente
0’25

n:?.

(10.6)

Note que em (10.6) conhecemos z, e € mas o?é a variancia desconhecida da
populacdo. Para podermos ter uma idéia sobre n devemos ter alguma informagéo pre-
via sobre o2 ou, entdo, usar uma pequena amostra piloto para estimar o2.

Exemplo 10.13. (continuacéo) Suponha que uma pequena amostra piloto de n = 10,
extraida de uma populacdo, forneceu os valores X = 15 e S? = 16. Fixando-se € = 0,5 e
y = 0,95, temos

16 x (1,96)2
(0,5)?
No caso de proporcdes, usando a aproximagdo normal da se¢do 10.9 para f, é

facil ver que (10.6) resulta

n= ~ 245,

2
n= w . (10.7)
Como ndo conhecemos p, a verdadeira proporcéo populacional, podemos usar o
fato de que p(1 — p) < 1/4, para todo p, e (10.7) fica

2 (10.8)
4g?’

Por outro lado, se tivermos alguma informacdo sobre p ou pudermos estima-lo
usando uma amostra piloto, basta substituir esse valor estimado em (10.7).

n =
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Exemplo 10.14. Suponha que numa pesquisa de mercado estima-se que no minimo
60% das pessoas entrevistadas preferirdo a marca A de um produto. Essa informacdo é
baseada em pesquisas anteriores. Se quisermos que o erro amostral de p seja menor do
que € = 0,03, com probabilidade y = 0,95, teremos

_ (196)%(0,6)(0,4)
(0,03)?

na qual usamos o fato de que p = 0,60. \eja também os Problemas 19, 20 e 41.

17. Suponha que uma indUstria farmacéutica deseja saber a quantos voluntdrios se deva
aplicar uma vacina, de modo que a proporcédo de individuos imunizados na amostra
difira de menos de 2% da proporcédo verdadeira de imunizados na populagéo, com
probabilidade 90%. Qual o tamanho da amostra a escolher? Use (10.8).

n = 1.024,

18. No problema anterior, suponha que a indUstria tenha a informacéo de que a proporcéo
de imunizados pela vacina seja p = 0,80. Qual o novo tamanho de amostra a escolher?
Houve reducéo?

19. Seja o tamanho de amostra dado por (10.7) e nydado por (10.8). Prove que, para todo p,
temos n < n,. (Use a funcao f(p) = p(1 - p) para sua resposta.)

20. Suponha que haja a informagéo p < p, < 0,5, com p,conhecida. Se n, = z2p, (1 - p,)/ €2,
mostre que N < n; < n,. Mostre que essa mesma relacdo vale se soubermos que
p=p>005
[Sugestdo: note que f(p) = p(1 - p) é crescente em [0; 0,5], atinge o mdximo em 0,5 e
depois é decrescente em [0,5; 1].]

10.12 Exemplos Computacionais

Vimos, no Exemplo 10.7, como escolher todas as possiveis amostras de tamanho
n = 2, com reposicdo, da populacdo {1, 3, 5, 5, 7}. Obtemos 5% = 25 amostras. Como
ja salientamos em sec¢des anteriores, ao escolher uma amostra de uma populacéo,
estamos na realidade gerando valores de uma v.a. com determinada distribuicdo de
probabilidades, supostamente conhecida. No exemplo, podemos pensar na v.a. X, as-
sumindo os valores x; =1, X,= 3, X;= 5, X,= 5, X; = 7, com probabilidades todas iguais
a 0,2. Portanto, para escolher uma amostra de tamanho n = 2, basta gerar dois valores
dessa distribuicdo, como aprendemos no Capitulo 9.

Os programas Excel, SPlus e Minitab tém comandos apropriados para gerar amos-
tras de uma populacdo especificada.

Exemplo 10.15. O Excel usa a op¢do Amostragem, dentro de “Andlise de Dados” do
menu “Ferramentas”. Na coluna G do quadro do Exemplo 9.5, temos uma amostra
aleatdria simples (com reposic¢do), de tamanho n = 5 da populagdo 2 = {1, 2, ..., 10},
gue estd na coluna F.
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Exemplo 10.16. O SPlus usa o comando sample(x,n) para gerar uma amostra sem
reposicdo de tamanho n do conjunto x e o comando sample(x,n,replace=T) para gerar
uma amostra com reposi¢do. O Quadro 10.1 mostra como obter amostras de tamanho
n =7 do conjunto x = {1, 2, 3, ..., 15}, sem e com reposic¢ao.

Quadro 10.1: Geracdo de amostras. SPlus.

>x<-c(1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12, 13, 14, 15)
>

>

> sample (%, 7)

[1] 6 7 4 2 3 10 5

>

>

> sample (x, 7, replace=T)

[1] 12 14 11 10 15 4 11

Exemplo 10.17. O Minitab usa os comandos Sample e Replace para obter amostras.
Temos, no Quadro 10.2, amostras de tamanho n = 5 obtidas do conjunto {1, 2, ..., 10}
(na coluna C1). Na coluna C2 temos uma amostra sem reposicdo e na coluna C3 uma
amostra com reposicao.

Quadro 10.2: Geracdo de amostras. Minitab.

C1 Cc2 C3
1 1 10 8
2 2 1 3
3 3 8 8 MTB > Sample 5 C1 C2.
4 4 2 6 MTB >
5 5 7 4 MTB > Sample 5 C1 C3;
6 6 SUBC> Replace.
7 7 MTB >
8 8
9 9
10 10

10.13 Problemas e Complementos

21. Uma v.a. X tem distribuicdo normal com média 10 e desvio padréo 4. Aos participantes
de um jogo é permitido observar uma amostra de qualquer tamanho e calcular a média
amostral. Ganha um prémio aquele cuja média amostral for maior que 12.

(a) Se um participante escolher uma amostra de tamanho 16, qual é a probabilidade de
ele ganhar um prémio?

(b) Escolha um tamanho de amostra diferente de 16 para participar do jogo. Qual é a
probabilidade de vocé ganhar um prémio?

(c) Baseado nos resultados acima, qual o melhor tamanho de amostra para participar
do jogo?
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Se uma amostra com 36 observacées for tomada de uma populacéo, qual deve ser o
tamanho de uma outra amostra para que o desvio padrdo dessa amostra seja 2/3 do
desvio padréo da média da primeira?

Definimos a varidvel e = X — t como sendo o erro amostral de média. Suponha que a
variéncia dos saldrios de uma certa regido seja 400 reais?.
(a) Determine a média e a varidncia de €.

b) Que proporcéo das amostras de tamanho 25 terdo erro amostral absoluto maior do
proporg
que 2 reais?

(c) E qual a proporcao das amostras de tamanho 1002
(d) Nesse Gltimo caso, qual o valor de d, tal que P(|e| > d) = 1%2

(e) Qual deve ser o tamanho da amostra para que 95% dos erros amostrais absolutos
sejam inferiores a um real?

A distribuicGo dos comprimentos dos elos da corrente de bicicleta é normal, com média 2
cm e variéncia 0,01 cm?. Para que uma corrente se ajuste a bicicleta, deve ter comprimen-
to total entre 58 e 61 cm.

(a) Qual é a probabilidade de uma corrente com 30 elos néo se ajustar & bicicleta?

(b) E para uma corrente com 29 elos?

[Observacéo: suponha que os elos sejam selecionados ao acaso para compor a corrente,
de modo que se tenha independéncia.]

Cada secéo usada para a construcdo de um oleoduto tem um comprimento médio de 5m

e desvio padrdo de 20 cm. O comprimento total do oleoduto serd de 8 km.

(a) Seafirma construtora do oleoduto encomendar 1.600 secées, qual é a probabilidade
de ela ter de comprar mais do que uma secéo adicional (isto €, de as 1.600 secoes
somarem menos do que 7.995m)?

(b) Qual é a probabilidade do uso exato de 1.599 secdes, isto é, a soma das 1.599
secdes estar entre 8.000 m e 8.005 m?

Um professor d& um teste rdpido, constante de 20 questées do tipo cerfo-errado. Para testar
a hipdtese de o estudante estar adivinhando a resposta, ele adota a seguinte regra de deci-
sdo: “Se 13 ou mais questdes estiverem corretas, ele nGo estd adivinhando”. Qual é a
probabilidade de rejeitarmos a hipétese, sendo que na realidade ela é verdadeira?

Um distribuidor de sementes determina, por meio de testes, que 5% das sementes ndo
germinam. Ele vende pacotes com 200 sementes com garantia de 90% de germinacao.
Qual é a probabilidade de que um pacote ndo satisfaca & garantia?

Uma empresa fabrica cilindros com 50 mm de diémetro, sendo o desvio padréo 2,5 mm. Os

diémetros de uma amostra de quatro cilindros sGo medidos a cada hora. A média da

amostra é usada para decidir se o processo de fabricacdo estd operando satisfatoriamente.

Aplica-se a seguinte regra de decisdo: “Se o didmetro médio de amostra de quatro cilindros

for maior ou igual a 53,7 mm, ou menor ou igual a 46,3 mm, deve-se parar o processo. Se

o diémetro médio estiver entre 46,3 e 53,7 mm, o processo confinua.

(a) Qual é a probabilidade de se parar o processo se a média dos diémetros permanecer
em 50 mm?

(b) Qual é a probabilidade de o processo continuar se a média dos diGmetros se deslo-
car para 53,7 mm?
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29.

30.

31.

32.

33.

O CD-Veiculos traz os precos de 30 carros nacionais e importados, extraidos da populacéo
de todos os carros vendidos no mercado. Supondo que o desvio padréo dessa amostra seja
um bom representante do verdadeiro desvio padréo da populacéo, qual serd o tamanho de
uma outra amostra a ser escolhida, de modo que, com probabilidade 90%, a média amostral
difira da verdadeira média de menos de 0,022

Tabela de NUmeros Aleatérios. Para sortear AAS, costuma-se usar tabelas de nUmeros ale-
atérios, que s@o colecdes de digitos construidos aleatoriamente e que simulam o processo
de sorteio. Na Tabela VI, apresentamos um pequeno conjunto de nimeros aleatérios. Po-
dem ser usados do seguinte modo: se quisermos selecionar dez nomes de uma lista de 90
pessoas, devemos comecar numerando-os 01, 02, ..., 90. Em seguida, escolhemos duas
colunas, digamos as duas primeiras, e tomamos os dez primeiros nimeros; no caso, serdo:
61, 94, 50, 51, 25, 63, 12, 38, 22, 07, 61.

Observe que o 94 foi eliminado, pois néo existe esse nimero na populacéo, e o 61 deverd
aparecer repetido. Para outras explicacdes e tabelas maiores, consultar Pereira e Bussab (1974).

Como vocé usaria uma tabela (ou um gerador) de ndmeros aleatérios para sortear uma
amostra nas seguintes situagoes:

a) 5alunos de sua classe;

b) 10 alunos de sua escola;

(

(

(c) 15 domicilios de seu bairro;

(d) 20 acdes negociadas na Bolsa de Séo Paulo;
(

e) 5 numeros de uma populacao cujos elementos séo numerados de 1 a 115. Existe
algum modo de “apressar” o sorteio?

(/) 5 ndmeros de uma populacdo de 115 nomes, cujos nGmeros véo de 612 a 726;

(g) 5numeros de uma populacdo de 115 nomes, cuja numeracéo néo é seqiencial, mas
estéd compreendida entre os nimeros 300 e 599.

Distribuicdo amostral da diferenca de duas médias. Consideremos duas populagdes X
com pardmetros L, e 67e Y com par&metros p?e 0% Sorteiam-se duas amostras indepen-
dentes: a da primeira populacdo de tamanho n e a da segunda de tamanho m. Calcu-
lam-se as médias amostrais X e Y.

(@) Qual a distribuicdo amostral de X2 E de Y2

(b) DefinaD= X - Y. O que vocé entende por distribuicdo amostral de D2

(c) Calcule E(D) e Var(D).

(d) Como vocé acha que serd a distribuicdo de D2 Por qué?

A distribuicéo dos saldrios (em saldrios minimos) de operdrios do sexo masculino de uma
grande fabrica é N(5,4; 1,69), e a de operdrios do sexo feminino é N (5,4; 2,25).
Sorteiam-se duas amostras, uma com 16 homens e outra com 16 mulheres. Se D for a
diferenca entre o saldrio médio dos homens e das mulheres:

(a) Calcule P(|D|>0,5).

(b) Qual o valor de d tal que P(|D| > d) = 0,052

(c) Que tamanho comum deveriam ter ambas as amostras para que P(|D|> 0,4) = 0,052
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34.

35.

36.

37.

Numa escola A, os alunos submetidos a um teste obtiveram média 70, com desvio padréo
10. Em outra escola B, os alunos submetidos ao mesmo teste obtiveram média 65 e desvio
padréo 15. Se colhermos na escola A uma amostra de 36 alunos e na B, uma de 49 alunos,
qual é a probabilidade de que a diferenca entre as médias seja superior a 6 unidades?

Distribuicdo amostral da diferenca de duas proporcées. Usando os resultados do Proble-
ma 32, qual seria a distribuicdo de f, — P, a diferenca entre as proporcdes de amostras
independentes retiradas de populacdes com pardmetros p; e p,¢

Amostras sem reposicéo de populacées finitas. Suponha uma populacdo com N elementos.
Vimos que se extrairmos uma amostra de tamanho n, com reposicéo, e calcularmos a
média amostral X, entdo E(X) = u e Var(X) = 6%n, onde it e 02sdo a média e a varidncia
da populagéo, respectivamente. No entanto, se a amostragem for feita sem reposigdo,
entdo E(X) =t continua a valer, mas

o2 N=n

Var(X) = N

O fator (N = n)/(N —1) é chamado fator de correcdo para populages finitas. Note que se
n for muito menor que N, entéo esse fator é aproximadamente igual a um, e amostras com
ou sem reposicao s@o praticamente equivalentes.

Considere, agora, uma populacdo 2 ={1, 3,5, 5, 7}, logo N = 5. Retire amostras de
tamanho n'=2, sem reposicdo, e construa a distribuicdo amostral de X = (X, + X,)/2. Obte-
nha E(X) e Var(X) e verifique que esta é dada pela férmula acima.

Planos probabilisticos. Existem varios planos probabilisticos que s@o utilizados em situa-

¢oes prdticas. Vamos descrever brevemente alguns deles.

(a) Amostragem Aleatéria Simples (AAS). Nesse plano as n unidades que compdem a amostra
s@o selecionadas de tal forma que todas as possiveis amostras #m a mesma probabili-
dade de serem escolhidas. Podemos ter AAS com e sem reposicdo. No Exemplo 9.6
cada amostra com reposicdo tem probabilidade 1/25 de ser escolhida.

(b) Amostragem Aleatéria Estratificada. Nesse procedimento, a populacéo é dividida em
subpopulacdes ou estratos, usualmente de acordo com os valores (ou categorias) de
uma varidvel, e depois AAS é utilizada na selecdo de uma amostra de cada estrato.
Por exemplo, considere uma populacdo de N =10 estudantes, para os quais defini-
mos as varidveis renda familiar (X,) e classe social (X,), categorizada como A, B ou
C. Entao, 2={1, 2, ...,10} e suponha que a matriz de dados seja

D:[lo 8 15 6 22 12 7 16 13 11}
B C A C A B C A B B

Podemos considerar trés estratos, determinados pela varidvel X,:
2.={3,528} A={1,6,910}, 2.={2,47}

Um dos objetivos da estratificacdo é homogeneizar a variéncia dentro de cada estra-
to, relativamente & principal varidvel de interesse.

(c) Amostragem Aleatéria por Conglomerados. Como no item (b), a populacao é dividida em grupos
(subpopulacées) distintos, chamados conglomerados. Por exemplo, podemos dividir uma
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38.

39.

40.

41.

cidade em bairros ou quadras. Usamos AAS para selecionar uma amostra de conglomera-
dos e depois todos os individuos dos conglomerados selecionados séo analisados.

(d) Amostragem em Dois Estdgios. A populacéo é dividida em grupos, como em (c). Num
primeiro estdgio, através de AAS, selecionamos algumas subpopulacdes. Num se-
gundo estdgio, usando novamente AAS, retiramos amostras das subpopulaces
selecionadas na primeiro estdgio.

(e) Amostragem Sistemdtica. Nesse plano, supde-se que temos uma listagem das unidades
populacionais. Para k fixado, sorteamos um elemento entre os k primeiros da listagem.
Depois observamos, sistematicamente, individuos separados por k unidades. Por exem-
plo, se k=10 e sorteamos o oitavo elemento, observamos depois o décimo oitavo,
vigésimo oitavo etc.

Distribuicéo do maximo de uma amostra. Considere M o mdaximo de uma AAS X, ..., X,,
escolhida de uma populacéo com densidade f(x) e f.d.a. F(x). Seja Fy(m) a f.d.a. de M.
Entdo, Fy(m)=P(M < m). Agora, o evento {M < m} é equivalente ao evento {X; < m, para
todo 1 < i < n}. Como as v.a. X; sGo independentes, teremos

Fu(m)=P(MM=m)=P(X;<m, ..., X, =<m)=PX;=<m)... P(X, < m) =[F(m)]".
Portanto, a densidade de M é dada por
fu(m) =K, (m) = n[F (m)]"~*(m).

Obtenha a densidade de M para o caso de uma amostra de uma distribuicéo uniforme no
intervalo (0, 6).

Suponha que temos a populacéo X ~ N (167; 25). Gere 100 amostras de tamanho 5

dessa populacdo, usando algum programa de geracéo de valores de uma distribuicao

normal, como o Excel ou Minitab.

(a) Esboce a distribuicdo amostral de X (histograma) e calcule as principais medidas-
resumo; faca box plots e ramos-e-folhas.

(b) Mesma questéo para md = mediana da amostra.

(c) Compare as duas distribuicdes, ressaltando as principais diferencas.

(d) Estude a distribuicdo da estatistica “variGncia da amostra”.

Tamanho de uma amostra. Na prética, ndo conhecemos a distribuicéo de v.a. X e retira-
mos uma amostra a fim de estimar algum parémetro dessa distribuicdo. Suponha, agora,
que nosso interesse esteja na média 1 = E(X). Para estimd-la, colhemos uma amostra X,
Xar oy Xy de X. Logo, as v.a. X sdo independentes, cada uma delas tem a mesma distribui-
cdo que Xe E(X) =, Vi=1, ..., n. Para estimar u consideramos a média amostral X.

Um problema que se apresenta é determinar o tamanho da amostra a colher. Isso pode
ser feito usando a TLC, como vimos na secdo 10.11.

Agora, vamos ver um procedimento diferente, também baseado no TLC, mas que envolve
uma regra de parada para determinar o nimero de dados a colher. Esse procedimento foi
sugerido por Ross (1997). Pelo TLC podemos escrever

P(|X-pu|>conn)=P(|Z]| >c)=2[1-D()], (10.9)

para qualquer constante ¢ > 0, onde Z ~ N(0, 1) e ®(-) denota a f.d.a. de Z. Por
exemplo, se ¢=1,96, a probabilidade acima é 0,05.
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43.

Suponha que, em vez de colher uma pequena amostra piloto para estimar ¢, tenhamos

informagdo suficiente para escolher um valor aceitével, digamos d, para o desvio padrdo
de X, que ¢ dado por o/An.

Por (10.9), podemos escrever, por exemplo,
P(|X - ul <1,96d) = 0,95.
Segue-se que podemos amostrar seqiencialmente de X até que S/\h < d, em que calcu-
lamos S com os valores até entdo escolhidos.
O seguinte algoritmo pode, entdo, ser adotado:
(1) Escolha um valor aceitével d para 6N .
(2) Gere pelo menos 30 dados (para obter uma estimativa razodvel de o).
(3) Continue a gerar dados, parando quando, com n dados, $/~h < d, com

§2=2(X, - X)/(n-1).
(4) Estime u por X = in/n.

Esse método implica podermos calcular X e S?recursivamente. Isso pode ser feito por meio
das seguintes férmulas, facilmente verificaveis:

o 1

i _
XJ' :Tiglxi' Si:j—_ligl (Xi_ Xi)z' J = 2'
$2=0
X,=0,
o X=X
Xj+1—X]—+ J+—17
Sta=(1- Lot (4 DK X
j

Suponha x,= 3, X,=5, X;= 2, X,= 6, X;= 4. Entéo, usando as férmulas acima, obte-
nha, recursivamente, X, $2,i=1,2, 3, 4, 5.

Suponha uma populagcdo 2 = {1, 2, ..., N} e a v.a. X definida sobre 2. Entdo,
T=2>N,X; é chamado fofo/ populacional. A média populacional é 1t =T/N e a varidncia
populacional é 62 = I, (X; — 1)?/N. Considere uma AAS de tamanho n extraida de
2 e X a média omos’rrol Considere o estimador T = NX. Mostre que ET)=Te
Var(T) = N2g?/n.,

Suponha que queiramos retirar uma amostra de uma distribuicdo de Bernoulli com
parémetro p. Escolhidos k dados X;, X,, ..., X, femos que X,= >;x;/k é um estimador de p.
Entdo um estimador natural da variéncia 62=p(1 - p) da populacdo é X, (1- X). Como
ficaria o algoritmo descrito no Problema 41 para essa situacdo?



Capitulo 11

Estimacdo

11.1 Primeiras Idéias

Vimos que a Inferéncia Estatistica tem por objetivo fazer generalizacdes sobre
uma populacdo, com base nos dados de uma amostra. Salientamos que dois proble-
mas basicos nesse processo sdo:

(a) estimacdo de parametros; e
(b) teste de hipdteses sobre parametros.

Lembremos que parametros sdo funcdes de valores populacionais, enquanto esta-
tisticas sdo funcdes de valores amostrais.

O problema do teste de hipoteses sobre parametros de uma populagdo sera tratado
no Capitulo 12. Neste capitulo iremos discutir as idéias basicas sobre estimacdo. Para
ilustrar, consideremos o exemplo seguinte.

Exemplo 11.1. Uma amostra de n = 500 pessoas de uma cidade € escolhida, e a cada
pessoa da amostra € feita uma pergunta a respeito de um problema municipal, para o
qual foi apresentada uma solucdo pela prefeitura. A resposta a pergunta podera ser
SIM (favoravel a solucdo) ou NAO (contréaria a solugio). Deseja-se estimar a propor-
cdo de pessoas na cidade favoraveis a solugdo apresentada.

Se 300 pessoas responderam SIM a pergunta, entdo uma estimativa natural para essa
proporgdo seria 300/500 ou 60%. Nossa resposta é baseada na suposicdo de que a amos-
tra é representativa da populagdo. Sabemos, tambeém, que outra amostra poderia levar a
outra estimativa. Conhecer as propriedades desses estimadores é um dos propdsitos mais
importantes da Inferéncia Estatistica. Vejamos o que pode ser feito nesse caso particular.

Definamos as v.a. X, ..., X , tais que:

1, se a i-ésima pessoa na amostra responder SIM,
X =

0, se a i-ésima pessoa na amostra responder NAO,

e seja p = P (sucesso), onde aqui sucesso significa resposta SIM a questdo formulada.
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n . - « o~ - - N
Portanto, se Y, = >, ., X,, sabemos que Y, tem distribuico binomial com parametros
nep, e o problema consiste em estimar p. E claro que Y_ representa o nimero de
pessoas na amostra que responderam SIM; portanto, um possivel estimador de p é

b= Y, _ DX - ndmero de SIM . (11.1)
n n namero de individuos
Entdo, se Y, =k, isto &, observarmos o valor k da variavel Y,, obteremos p = k/n como
uma estimativa de p. Observe que f, dado por (11.1), é uma v.a., a0 passo que k/n é um
namero, ou seja, um valor da v.a. No exemplo acima, uma estimativa € 0,6 ou 60%.

O estimador p teve sua distribuicdo amostral estudada na se¢do 10.9. De la pode-
mos concluir que p tem distribuicdo aproximadamente normal, com parametros:

E() = p, (11.2)
Var(p) = p(1 - p)/n. (11.3)

Esses resultados nos ajudam a avaliar as qualidades desse estimador. Por exemplo, o
resultado (11.2) indica que o estimador p, em média, “acerta” p. Dizemos que p é um
estimador n&o-viesado (ou ndo-viciado) de p. Ou ainda, o resultado (11.3) indica que para
amostras grandes, a diferenca entre p e p tende a ser pequena, pois para n — <o, Var(p) — 0.
Nesse caso, dizemos que p € um estimador consistente de p. Observe que essas proprieda-
des sdo validas para o estimador no conjunto de todas as amostras que poderiam ser extraidas
da populagdo. Para uma particular amostra, p pode estar distante de p.

Em algumas situagGes, podemos ter mais de um estimador para um mesmo
parametro, e desejamos saber qual deles é “melhor”. O julgamento pode ser feito
analisando as propriedades desses estimadores. Vejamos um exemplo.

Exemplo 11.2. Desejamos comprar um rifle e, apos algumas selecGes, restaram quatro
alternativas, que chamaremos de rifles A, B, C e D. Foi feito um teste com cada rifle,
gue consistiu em fixa-lo num cavalete, mirar o centro de um alvo e disparar 15 tiros.
Os resultados estéo ilustrados na Figura 11.1.

Para analisar qual a melhor arma, podemos fixar critérios. Por exemplo, segundo
o0 critério de “em média acertar o alvo”, escolheriamos as armas A e C. Segundo o
critério de “ndo ser muito dispersivo” (variancia pequena), a escolha recairia nas
armas C e D. A arma C € aquela que retne as duas propriedades e, segundo esses
critérios, seria a melhor arma. Mas, se outro critério fosse introduzido (por exemplo,
menor preco), talvez ndo fosse a arma escolhida. Muitas vezes, a solugdo deve ser
um compromisso entre as propriedades.

Esse exemplo também nos permite introduzir os conceitos de acuracia e preci-
sd0.A acuracia mede a proximidade de cada observacdo do valor alvo que se
procura atingir. A precisdo mede a proximidade de cada observagdo da média de
todas as observacoes.
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Figura 11.1: Resultados de 15 tiros dados por 4 rifles.

(A) (B)

(C) (D)

Desse modo, podemos descrever cada arma da seguinte maneira:

Arma A: ndo-viesada, pouco acurada e baixa precisdo.
Arma B: viesada, pouco acurada e baixa preciséo.
Arma C: ndo-viesada, muito acurada e boa precisao.
Arma D: viesada, pouco acurada e alta preciséo.

Do exposto acima, notamos a importancia de se definir propriedades desejaveis
para estimadores. Trataremos desse assunto na proxima se¢do. Outro problema que
aparece em inferéncia é como obter um estimador de determinado pardmetro. Nem
sempre temos uma sugestdo para um estimador, como no caso da proporgdo, no Exem-
plo 11.1. Nas se¢des 11.3, 11.4 e 11.5 trataremos de trés desses métodos.

11.2 Propriedades de Estimadores

Inicialmente vejamos a questdo da estimacdo de um modo mais geral. Considere-
mos uma amostra (X, X,, ..., X ) de uma v.a. que descreve uma caracteristica de inte-
resse de uma populacdo. Seja 6 um parametro que desejamos estimar, como por exem-
plo a média 1 = E(X) ou a variancia o?= Var(X).

Definicao. Um estimador T do parametro 6 é qualquer funcdo das observacdes da
amostra, ou seja, T = g(X,, ..., X).

Notemos que, segundo essa definicdo, um estimador € o que chamamos antes de
estatistica, porém associando-o a um parametro populacional.



11.2 PROPRIEDADES DE ESTIMADORES 799

O problema da estimagdo é, entdo, determinar uma fungdo T = g(X,, X, ..., X)) que seja
“proxima” de 6, segundo algum critério. O primeiro critério que iremos abordar é dado a seguir.

Definicao. O estimador T é ndo-viesado para 6 se
E(T) = 6, (11.4)

para todo 6.

Se (11.4) n&o valer T diz-se viesado e a diferenca V(T) = E(T) — 6 é chamado o
viés de T.

Notemos que a esperanca de T em (11.4) é calculada sobre a distribuicdo amostral
de T, como tratada no capitulo anterior.

Definicdo. Estimativa é o valor assumido pelo estimador em uma particular amostra.

Assim, no Exemplo 11.1, p é um estimador de p, enquanto 60% é uma estimativa de p.

Exemplo 11.3. Vimos que a média amostral X € um estimador ndo-viesado de u =
E(X), colhida uma amostra (X,,..., X)) da v.a. X. Do mesmo modo, como vimos na
secdo 10.9, a proporcdo amostral f € um estimador ndo-viesado da proporcdo p de
individuos de uma populacdo que tem certa caracteristica comum.

Exemplo 11.4. Considere uma populacdo com N elementos e a variancia populacional

N
o2 = % > (X — ) (11.5)
i=1
onde u = = Z. X € a média populacional. Um possivel estimador para ¢? baseado numa
AAS de tamanho n extraida dessa populacéo, é
= LY x - Xy (11.6)
i=1
Mostremos que esse estimador € viesado. Pela formula (3.11), temos que
A 1 =
2 — & 2_y2
0= i:1Xi X4,
logo
E(67) = + > E(X?) - E(X?).

i=1

Mas, pela definicdo de AAS e definicdo de variancia de uma v.a., E(X?) = Var(X) +
[E(X)]? = o? + p?. Também, usando o Teorema 10.1, temos que E(X?) = Var(X) +

[EX)? = "_ 12,
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Seque-se que

i=1

(9= 4 S e (T )

ou seja,
~ 1 02 2 1
B = 0o+ p) - G-z ot- T =or(1- 1)
Finalmente,
E(&z) - n-— l 02. (117)
n
De (11.7) vemos que 62 é viesado para 62 e o viés é dado por
(11.8)

_\[A2) — E(A __ o’
V=V(o?) =E(0*) -0*=- 7.

Como esse Vviés é negativo, o estimador 62 em geral subestima o verdadeiro
parametro o©?. Por outro lado, por (11.8), o viés diminui com n, ou seja, formalmente,
para n —> o, 0 viés de 62 tende a zero. Note também que o viés de 62 é uma funcio de
o?. Uma estimativa do viés seria dada por

:|Q>
N

V=-

ou seja, substituimos o valor desconhecido de ¢? por uma estimativa, como por exemplo 62

E facil ver que para obter um estimador nio-viesado de o2 basta considerar (n/(n —
1))62, pois de (11.7) segue-se que

n ~
E{ —— 0?] = 02
<n_1"> ¢
Logo, se definirmos

s2=

1 S v
X — X)?, 11.9
n-1 i:l( ! ) ( )
entdo E(S?) = o2 e S? é um estimador ndo-viesado para o°. Essa é a razdo para se usar n — 1,
em vez de n, como denominador da variancia da amostra. No Capitulo 3 usamos sempre
n como denominador, porque ndo havia preocupacdo em saber se estavamos trabalhando
com uma populagdo ou uma amostra. Daqui por diante, sera feita essa distingdo.

Vimos que o estimador p € ndo-viesado e tem variancia que tende a zero, quando
n — o, Ver (11.2) e (11.3). Dizemos que p é consistente. Esse conceito de consisténcia & um
pouco mais dificil de se definir. Vejamos um exemplo para motivar a definicdo que serd dada.

Considere a média X calculada para diversos tamanhos de amostras; obtemos, na
realidade, uma sequéncia de estimadores X, n=12.} A medida que n cresce, a
distribuicdo de X torna-se mais concentrada ao redor da verdadeira média u. Veja,
por exemplo, a Figura 10.4 do Capitulo 10. Dizemos que {X } € uma sequéncia con-
sistente de estimadores de u.
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Definicdo. Uma seqléncia {T } de estimadores de um parametro 6 € consistente se,
para todo € > 0,

P{T -6l>¢& >0, n— (11.10)

Nao é muito dificil ver que essa condicdo esta satisfeita para {)?n}. \eja 0 Problema 34.

Em vez de usar (11.10) para verificar se uma seqliéncia de estimadores € consis-
tente, podemos usar o seguinte resultado.

Proposicdo. Uma sequéncia {T } de estimadores de 6 é consistente se
limE(T,) = 6 (11.11)

n"ﬂl Var(T,) = 0. (11.12)

Se T, for ndo-viesado, a primeira condigdo estara, obviamente, satisfeita. Usando
esse resultado, vemos que p e X sdo estimadores consistentes de p e u, respectiva-
mente, nos Exemplos 11.1 e 11.3.

Exemplo 11.5. Vimos que S?, dado por (11.9), é ndo-viesado para o2 E possivel
demonstrar, no caso que X,,..., X sdo observacbes de uma distribuicdo N(u, ¢?), que

4

Var(s?) = 29° (11.13)

n-1

Como E(S?) = o2, e lim, .. Var(S%) = 0, segue-se que S2é um estimador consistente
para o2. Dado o que foi dito acima, talvez fosse melhor escrever S’.

Exemplo 11.6. Vimos que E(G?) = 6*(1 — 1/n), de modo que lim E(6?) = o2 Também, de
(11.6) e (11.13) e supondo que as observagdes sdo de uma distribuicdo normal N(u, ¢?),
temos que

n-1 -1

Var(6?) = (T>2 var(s?) = =1 (209), (11.14)

0 que mostra que Var(6?) — 0, quando n — <, logo 6 = 67 também é consistente para o”.
De (11.14) obtemos, também, que

Var(6?) < nz—641 = Var(S?). (11.15)

Portanto, usando-se somente o critério de “ter menor variancia”, 62 seria um “me-
Ihor” estimador de o2 Mas observe que estamos nos referindo a amostras de uma
distribuicdo normal.

Vejamos agora um critério que nos permite escolher entre dois estimadores do
mesmo parametro.
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Definicdo. Se T e T’ sdo dois estimadores ndo-viesados de um mesmo parametro 6, e ainda
Var(T) < Var(T), (11.16)
entdo T diz-se mais eficiente do que T’ .

Exemplo 11.7. Consideremos uma popula¢do normal X, com parametros u e o2
Queremos estimar a mediana dessa populagdo. Por ser uma distribuicdo simétrica,
sabemos que u = Md(X). Definindo como X a média e como md a mediana de uma
amostra de tamanho n dessa populacdo, qual dos dois estimadores é o melhor para
estimar a mediana populacional?

Pelo que vimos no capitulo anterior,
X ~ N(u, 6/n). (11.17)

Pode-se demonstrar que a distribuicdo da mediana amostral pode ser aproximada
por uma normal, especificamente,

md ~ N(Md(X), mc?/2n). (11.18)
\emos, portanto, que os dois estimadores sdo nao-viesados, mas X é mais eficiente, pois
Var(md)/Var(X) = z/2 > 1.

Conclui-se que, para estimar a mediana dessa populagdo, é preferivel usar a média
da amostra como estimador, 0 que contraria um pouco a nossa intuigdo.

Para precisar o conceito de estimador acurado, discutido na se¢do anterior, vamos agora
introduzir o conceito de erro quadratico médio.

Chamemos de
e=T-26,
0 erro amostral que cometemos ao estimar o parametro 6 da distribuigdo da v.a. X pelo
estimador T = g(X,, ..., X ), baseado na amostra (X, ..., X).
Definicao. Chama-se erro quadratico médio (EQM) do estimador T ao valor
EQM (T; 6) = E(e?) = E(T - 6)2 (11.19)
De (11.19) temos
EQM(T; ) =E(T-E(T) + E(T) — 6)?
= E(T - E(T))?+ 2E[(T - E(T))(E(T) — )] + E(E(T) - 6)?
= E(T - E(T))* + E(E(T) - 6)%,
ja que E(T) — 6 € uma constante e E(T — E(T)) = 0. Podemos, pois, escrever,
EQM (T; 6) = Var(T) + V2, (11.20)

onde V = V(T) = E(T) — 6 indica, como vimos, 0 viés de T. A Figura 11.2 ilustra essas
duas medidas, usando o caso das armas discutido no Exemplo 11.2.
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Vemos, portanto, que um estimador preciso tem variancia pequena, mas pode ter

EQM grande.
Figura 11.2: Representagdio gréfica
para o EQM.
Var (T)

1.
2.

Obtenha a distribuicéo de f quando p =0,2 e n =5. Depois calcule E(P) e Var(p).

Encontre um limite superior para Var(f) quando n =10, 25, 100 e 400. Faca o gréfico em
cada caso.

. Suponha um experimento consistindo de n provas de Bernoulli, com probabilidade de
sucesso p. Seja X o nimero de sucessos, e considere os estimadores
(0) b, = XIn; (b) 62 _ {(1), sea primeiqu prova resultar sucesso,
, caso contrario.
Determine a esperanca e a variéncia de cada estimador. Por que p, nGo é um
“bom” estimador?

. Verifique se p, e f, do Problema 3 sGo consistentes.

. Tem-se duas férmulas distintas para estimar um parédmetro populacional 6. Para ajudar a
escolher o melhor, simulou-se uma situacéo onde 8=100. Dessa populacéo retiraram-se
1.000 amostras de dez unidades cada uma, e aplicaram-se ambas as férmulas as dez
unidades de cada amostra. Desse modo obtém-se 1.000 valores para a primeira férmula t;
e outros 1.000 valores para a segunda férmula t,, cujos estudos descritivos estéo resumidos
abaixo. Qual das duas férmulas vocé acha mais conveniente para estimar 6. Por qué?

Férmula 1 Férmula 2
f=102 %,=100
Var(t) =5 Var(t,) = 10
Mediana = 100 Mediana = 100
Moda = 98 Moda = 100
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11.3 Estimadores de Momentos

Neste capitulo e em anteriores, temos usado certos estimadores de parametros populacionais,
como a média e a variancia, simplesmente tentando “imitar” na amostra o0 que acontece na
populacdo. Foi assim que construimos X, por exemplo.

A média populacional é um caso particular daguilo que chamamos de momento.
Na realidade, ela é o primeiro momento. Se X for uma v.a. continua, com densidade
f(x; 6, ..., 6), dependendo de r parametros, entao

u, = E(X) = [:xf(x; 0, ..., 6)dx. (11.21)

Essa média dependera, genericamente, dos parametros desconhecidos 0,..,0.
Por exemplo, suponha que X tenha distribuicdo normal, com parametros u e o2 Aqui,
6, = u, 6,= ce r = 2. Temos, nesse caso, que E(X) = u.

Podemos, em geral, definir o k-ésimo momento de X por
o= EX) = [ X6(x; 0, ... 0)dx, k=1,2, .. (11.22)
Assim, para k = 2, obtemos o segundo momento
E(X?) = /_:XZf(x; 6, ..., 6)dx.

No caso acima da normal, temos que E(X?) = Var(X) + [E(X)]?> = 62 + y2 Suponha,
agora, que colhemos uma amostra de tamanho n da populagéo (X,, ..., X ). Definimos
0 chamado k-ésimo momento amostral por

LIYx, k=12 .. (11.23)

m =
k ni=1

Temos, portanto, que m, = X e m, = >, _, X?/n.
Definicao. Dizemos que 91, (f)r sdo estimadores obtidos pelo método dos momentos
se eles forem solugdes das equacdes
m=u, k=12, ..,r. (11.24)

O procedimento consiste em substituir os momentos teéricos pelos respectivos
momentos amostrais.

Exemplo 11.8. Se X ~ N(u, o?), teremos as seguintes relagfes validas para os dois
primeiros momentos populacionais:

E(X) =u, E(X?)=o0%+ 122,
do que obtemos
u = E(X), o?=E(X? - E¥X).
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Temos, também, os dois primeiros momentos amostrais:

Os estimadores obtidos pelo método dos momentos serdo
,I.AIM = m1 = K
1% N~
G2=m,—m= Wi;x? - X?= 6%

Ou seja, obtemos os ja mencionados estimadores X e 62.

Na realidade, podemos ter, as vezes, mais de um estimador de momentos. Suponha,
por exemplo, que a v.a. Y tenha uma distribuicéo de Poisson com parametro A > 0. Vimos
que E(Y) = Var(Y) = A, de modo que A pode ser estimado por Y ou por Z?:l(Yi =Y )?n,
ou seja, A, = X ou A, = 6% que podem resultar em valores muito diferentes. Veja o
Problema 46.

11.4 Estimadores de Minimos Quadrados

Um dos procedimentos mais usados para obter estimadores é aquele que se baseia
no principio dos minimos quadrados, introduzido por Gauss em 1794, mas que pri-
meiro apareceu com esse nome no apéndice do tratado de Legendre, Nouvelles Méthodes
pour la Determination des Orbites des Cometes, publicado em Paris em 1806. Gauss
somente viria a publicar seus resultados em 1809, em Hamburgo. Ambos utilizaram o
principio em conexdo com problemas de Astronomia e Fisica.

Vejamos o procedimento por meio de um exemplo simples.

Exemplo 11.9. Um engenheiro esta estudando a resisténcia Y de uma fibra em funcgéo
de seu didmetro X e notou que as variaveis sdo aproximadamente proporcionais, isto
é, elas obedecem a relagédo

Y = 0X, (11.25)

onde 6 é o coeficiente de proporcionalidade. Agora ele deseja estimar o parametro 6,
baseado numa amostra de cinco unidades, que, submetidas a mensuracdo e testes,
produziram os resultados:

X: 12 15 1,7 20 26 X=18;

Y: 39 47 56 58 7,0, Y=54
Inspecionando os resultados, conclui-se que @ = 3 parece ser um valor razoavel. Como
verificar a qualidade dessa estimativa? Podemos utilizar o modelo Y = 3X e ver como esse

prevé os valores de Y, para os dados valores de X, e como sdo as discrepancias entre 0s
valores observados e 0s estimados pelo modelo. Essa analise esta resumida na Tabela 11.1.
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Os valores da coluna (Y — 3X) medem a inadequacédo do modelo para cada observacao
da amostra, enquanto o valor ZL(Yi —3X)* = 1,06 € uma tentativa de medir “o erro quadratico
total da amostra”. Como em situacdes anteriores, elevou-se ao quadrado para evitar o proble-
ma do sinal. Quanto menor for o erro quadratico total, melhor sera a estimativa. 1sso nos
sugere procurar a estimativa que torne minima essa soma de quadrados. Matematicamente, o
problema passa a ser o de encontrar o valor de € que minimize a fungdo

5
5(6) = 2. (¥, - OX, )" (11.26)
Tabela 11.1: Andlise do modelo ¥ = 3X.
X Y 3X Y-3X | (Y -3X)
1,2 39 3,6 0,3 0,09
15 4,7 4,5 0,2 0,04
1,7 56 51 0,5 0,25
20 58 6,0 -0,2 0,04
2,6 70 78 0,8 0,64
Total 0 1,06

O minimo da fungdo é obtido derivando-a em relacdo a 6, e igualando o resultado
a zero (Ver Morettin et al., 2005), o que resulta

5
d5(6) ~ S (v — axy-2x) = 0.
de i=1 1 I I
Resolvendo essa equacdo, obtemos
é‘ — Zi5=1XiYi
= =2
DI 'S

Usando os dados acima encontramos éMQ = 2,94, que conduz a um valor minimo
para S(6) de 0,94. Observe que esse valor é realmente menor do que o observado para
6 = 3, ou seja, 1,06.

Como foi dito, ndo esperdvamos uma relacdo perfeita entre as duas varidveis, ja
que o didmetro da fibra ndo é o Unico responsavel pela resisténcia; outros fatores nao
controlados afetam o resultado. Desse modo, duas amostras obtidas do mesmo diame-
tro X ndo teriam obrigatoriamente que apresentar o mesmo resultado Y, mas valores em
torno de um valor esperado 6X.

Em outras palavras, estamos supondo que, para um dado valor da variavel explicativa
X, os valores da variavel resposta Y seguem uma distribuicdo de probabilidade f, (y),
centrada em 6X. Isso equivale a afirmar que, para cada X, o desvio € =Y — 6X segue
uma distribuicdo centrada no zero. Para melhor entendimento dessa proposicao, veja
o Capitulo 16. Podemos, entdo, escrever

E(Y | x) = 6x, para todo valor x.
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E comum supor que € tem a mesma distribuicao, para todo valor x da variavel explicativa
X. Desse modo, € comum escrever
Y=06x+§g

com & seguindo a distribuigdo f(.), com meédia zero. Como ilustragdo, poderiamos
supor que € ~ N(0, 0?), para todo x. Quanto menor for a variancia o2 melhor sera a
“previsdo” de Y como fungdo de x. Assim, parece razoavel escolher 6 que torna mini-
ma a soma dos quadrados do erros:

5 5
2 & =2 (Y, - 6X, )
i=1 i=1
O modelo acima pode ser generalizado, de modo a envolver outras funcdes do
pardmetro O, resultando no modelo
Y =g(X; 08) + & (11.27)
e devemos procurar o valor de 6 que minimize a fungéo
S(6) = > & =2 (Y, - g(X;; 6))>, (11.28)
i=1 i=1

para uma amostra (X, Y,), ..., (X, Y.) das variaveis X e Y. A solugdo éMQ é chamada de
estimador de minimos quadrados (EMQ) de 6.

Nos Capitulos 15 e 16 voltaremos a esse tdpico e trataremos com mais detalhes os
chamados modelos lineares.

—Problemas |

6. Estamos estudando o modelo y, = u + &, para o qual uma amostra de cinco elementos
produziu os seguintes valores paray,: 3,5, 6, 8, 16.

(a) Calcule os valores de S(1r) =Zt (y,—w)? para u=6,7,8,9, 10, e faga o grdfico de S(u)
em relacéo a 1. Qual o valor de i que parece tornar minimo S(r)2

(b) Derivando S(u) em relacéo a u, e igualando o resultado a zero, vocé encontrard o
EMQ de u. Usando os dados acima, encontre a estimativa para (e compare com
o resultado do item anterior.

7. Os dados abaixo referem-se ao indice de inflaggo (y) de 1967 a 1979.

Ano (1) 1967 | 1969 | 1971 | 1973 | 1975 | 1977 | 1979
Inflacgio (y,) 128 | 192 | 277 | 373 | 613 | 1.236 | 2.639

(a) Faga o grdfico de y, contra t.

(b) Considere ajustar o modelo y, = o + Bt + € aos dados. Encontre as estimativas de
minimos quadrados de ace B.

(c) Qual seria a inflacdo em 19812

(d) Vocé teria alguma restricdo em adotar o modelo linear nesse caso?
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8. No Problema 7, determinamos os estimadores de minimos quadrados para o modelo
y,=f(t) + €, no qual f(t) = o + Bt. Suponha agora que

fty=a+px, t=1,..,n,

ou seja, femos N valores fixos X, ..., X_de uma variavel fixa (nGo-aleatéria) x. Obtenha os
EMQ de ace B para esse modelo.

9. Aplique os resultados do Problema 8 para os dados a seguir:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 4 10
% 15 18 16 25 4,0 38 45 5,1 6,5 6,0
Y, 668 | 670 669 | 67,6 689 | 687 693 | 698 71,0 70,6

11.5 Estimadores de Maxima Verossimilhanca

O Novo Dicionario Aurélio da Lingua Portuguesa (22 edi¢do, 1986) define veros-
simil (ou verossimilhante) aquilo que é semelhante a verdade, provavel, e verossimi-
lhanca (ou verossimilidade, ou ainda verossimilitude), a qualidade ou carater de
verossimil. O que seria uma amostra verossimil? Seria uma amostra que fornecesse
a melhor informacdo possivel sobre um parametro de interesse da populagdo, desco-
nhecido, e que desejamos estimar.

O principio da verossimilhanca afirma que devemos escolher aquele valor do
pardmetro desconhecido que maximiza a probabilidade de obter a amostra particular
observada, ou seja, 0 valor que torna aguela amostra a “mais provavel”. O uso desse
principio conduz a um método de estimacdo pelo qual se obtém os chamados
estimadores de maxima verossimilhanca que, em geral, tém propriedades muito boas.
Esse principio foi enunciado por Fisher pela primeira vez em 1912 e, em 1922, deu-lhe
forma mais completa, introduzindo a expressdo “likelihood” (verossimilhanca). Veja
Fisher (1935) para mais detalhes. Vamos comegar com um exemplo.

Exemplo 11.10. Suponha que temos n provas de Bernoulli com P (sucesso) = p,0<p<1
e X = nimero de sucessos. Devemos tomar como estimador aquele valor de p que
torna a amostra observada a mais provavel de ocorrer.

Suponha, por exemplo, que n = 3 e obtemos dois sucessos e um fracasso. A fungéo
de verossimilhanca é

L(p) = P(2 sucessos e 1 fracasso) = p3(1 — p).
Maximizando essa fungdo em relacdo a p, obtemos
L'(p) =2p(1 - p) -p*=0=p(2-3p) =0,

do que seguem p = 0 ou p = 2/3. E facil ver que o ponto maximo é p= 2/3, que é o
estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de p.
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De modo geral, 0 EMV do pardmetro p de uma distribui¢do binomial é
A X,

Puv = (11.29)

que é o estimador usado anteriormente no Exemplo 11.1.
Para chegar a (11.29), observe que a funcdo de verossimilhanca nesse caso é

L(p) =p* (L -p)"

gue é a probabilidade de se obter x sucessos e n — x fracassos. O maximo dessa funcao
ocorre no mesmo ponto que ¢(p) = log, L(p). Denotando o logaritmo natural simples-
mente por log, temos

€(p) =xlog p + (n - x) log(1 - p).
Derivando e igualando a zero obtemos p,,, = x/n.

O procedimento, pois, é obter a funcdo de verossimilhanca, que depende dos parametros
desconhecidos e dos valores amostrais, e depois maximizar essa fungdo ou o logaritmo
dela, o que pode ser mais conveniente em determinadas situagdes. Chamando de L(6; X,
..., X,) a funcdo de verossimilhanca, a log-verossimilhanca sera ¢(6; X, ..., X)) =
=log, L(6; X, ..., X).

No caso de variaveis continuas, a funcdo de verossimilhanca é definida da seguinte
maneira. Suponha que a v.a. X tenha densidade f(x; ), onde destacamos a dependéncia
do parametro @ desconhecido. Retiramos uma amostra de X, de tamanho n, (X, ..., X),
e sejam (x,, ..., X ) os valores efetivamente observados.

Definicao. A fungdo de verossimilhanca é definida por

L(6; X,y ..., X ) = f(x; 0) ... f(x; 0), (11.30)

n'l
que deve ser encarada como uma funcdo de 6. O estimador de méxima verossimilhanca
de 6 € o valor 6,,, que maximiza L(6; X, ..., X.).

Se indicarmos por x = (X, ..., X)' 0 vetor contendo a amostra, € costume denotar a
verossimilhanga por L(@[x) e a log-verossimilhanca por ¢(61x). O parametro 6 pode
ser um vetor, como no caso de querermos estimar a média u e a variancia o?de uma
normal. Nesse caso, 0 = (u, ¢?)".

Exemplo 11.11. Suponha que a v.a. X tenha distribuicdo exponencial, com parametro
o > 0, desconhecido, e queremos obter o EMV desse parametro. A densidade de X é
dada por (7.26):
1 —x/ o >
o= o e¥e sex=0
0, se x <O0.
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Entdo, a verossimilhanca é dada por
L(alx) = (1/a)"e2xle
e a log-verossimilhanca fica
Halx) = -n log oc—élxi/oc.

Derivando e igualando a zero obtemos que o EMV de o é

- X (11.31)
MV n d

que nada mais é do que a média amostral. Lembremos que na distribuicdo exponencial
E(X) = o, e portanto o estimador obtido é o esperado pelo senso comum.

No caso discreto, a funcdo de verossimilhanga pode ser escrita na forma
L(6; X,y ..y X ) = P(X, = x,160) ... P(X =x16).
Veja o Problema 37 para o caso de termos mais de um parametro.
____Problemas |
10. Na fungdo de verossimilhanca L(p) da binomial, suponha que n=5 e x = 3. Construa o

gréfico da funcéo para os possiveis valores de p = 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, e verifique que o
méximo ocorre realmente para p = 3/5.

11. Observa-se uma seqiiéncia de ensaios de Bernoulli, independentes, com parémetro p, até

a ocorréncia do primeiro sucesso. Se X indicar o nimero de ensaios necessdrios:

(a) Mostre que P(X=x) = (1-p)*p (distribuicGo geométrica).

(b) Repetiu-se esse experimento n vezes, e em cada um deles o nimero de ensaios neces-
sérios foram Xps Koy veey X, o Encontre o EMV para p.

(c) Usando uma moeda, repetiu-se esse experimento 5 vezes, e o nUmero de ensaios
necessdrios até a ocorréncia da primeira coroa foi 2, 3, 1, 4, 1, respectivamente.
Qual a estimativa de MV para p = probabilidade de ocorréncia de coroa nessa
moeda? Existiria outra maneira de estimar p¢

12. Suponha que X seja uma v.a. com distribuicdo normal, com média u e varidncia 1.
Obtenha o EMV de g1, para uma amostra de tamanho n, (X, ..., X ).

13. Considere Y uma v.a. com distribuicdo de Poisson, com parémetro 4 > 0. Obtenha a
EMV de A, baseado numa amostra de tamanho n.

11.6 Intervalos de Confianca

Até agora, todos os estimadores apresentados foram pontuais, isto €, especificam um
Unico valor para o estimador. Esse procedimento ndo permite julgar qual a possivel
magnitude do erro que estamos cometendo. Dali, surge a idéia de construir os intervalos
de confianca, que sdo baseados na distribuicdo amostral do estimador pontual.
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Exemplo 11.12. Suponha que queiramos estimar a média u de uma populagéo qual-
quer, e para tanto usamos a média X de uma amostra de tamanho n. Do TLC,

e=(X-pu ~ N(O, 62, (11.32)

com Var(X) = 02 = o’n. Daqui podemos determinar qual a probabilidade de cometer-
mos erros de determinadas magnitudes. Por exemplo,

P(lel< 1,960,) = 0,95
ou
P(IX - ul < 1,960,) = 0,95,
que € equivalente a
P(-1,960,< X - u < 1,960,) = 0,95,
e, finalmente,
P(X - 1,960, < u <X + 1,960,) = 0,95. (11.33)

Convém lembrar que p ndo é uma varidvel aleatéria e sim um parametro, e a
expressdo (11.33) deve ser interpretada da seguinte maneira: se pudessemos cons-
truir uma quantidade grande de intervalos (aleatorios!) da forma ] X - 1,960, X +
1,960,[, todos baseados em amostras de tamanho n, 95% deles conteriam o parametro
u. Veja a Figura 11.3. Dizemos que y = 0,95 é o coeficiente de confianga. Nessa
figura estdo esquematizados o funcionamento e o significado de um intervalo de
confianca (IC) para i, com y = 0,95 e o2 conhecido.

Figura 11.3: Significado de um IC para p, com y= 0,95 e 62 conhecido.

Populaggio

Amostra

>

L R+1960;

X

Amostra
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X £1960, [~~0 7

1
95% dos intervalos
contém
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Escolhida uma amostra e encontrada sua média X, e admitindo-se o, conhecido,
podemos construir o intervalo

I%, - 1,960, %, + 1,960, . (11.34)

Esse intervalo pode ou ndo conter o pardmetro g, mas pelo exposto acima temos
95% de confianga de que contenha.

Para ilustrar o que foi dito acima, consideremos o seguinte experimento de simula-
cdo. Geramos 20 amostras de tamanho n = 25 de uma distribuicdo normal de média u
=5 e desvio padrdo o = 3. Para cada amostra construimos o intervalo de confianca
para u, com coeficiente de confianca y = 0,95, que é da forma X = 1,176, usando
(11.34). Na Figura 11.4, temos esses intervalos representados e notamos que trés deles
(amostras de nimeros 5, 14 e 15) ndo contém a média u = 5.

Figura 11.4: Intervalos de confianca para a média de uma
N(5, 9), para 20 amostras de tamanho n = 25,

0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Amostras

Exemplo 11.13. Uma méaquina enche pacotes de café com uma variancia igual a 100 g2
Ela estava regulada para encher os pacotes com 500 g, em média. Agora, ela se
desregulou, e queremos saber qual a nova média u. Uma amostra de 25 pacotes apre-
sentou uma média igual a 485 g. Vamos construir um intervalo de confiangca com 95%
de confianga para u. De (11.34), teremos

IC(u; 0,95) = 485 + 1,96 x 2,
ou seja,
IC(u; 0,95) = ]481, 489,
pois o, = o/A'n = 10/5 = 2g.

Se T for um estimador do parametro 6, e conhecida a distribuicdo amostral de T,
sempre sera possivel achar dois valores t e t,, tais que

Pt <o<t)=y, (11.35)
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a probabilidade interpretada como em (11.33), e ¥ um valor fixo, 0 < y < 1. Para uma
dada amostra, teremos dois valores fixos para t e t,, e o intervalo de confianca para 6,
com coeficiente de confianca ¥, serd indicado do seguinte modo:

IC(6; v) =1t t,[. (11.36)

Se a variancia populacional ¢ néo for conhecida, podemos substituir em (11.34) o,
por SA/n, onde S%¢é a variancia amostral dada em (11.9). Para n grande, da ordem de 100,
o intervalo (11.34), com essa modificacdo, pode ainda ser usado. Para n ndo muito grande,
a distribuicdo normal ndo pode mais ser usada e tera de ser substituida pela distribuigdo t de
Student, que estudamos no Capitulo 7. Esse assunto voltara a ser abordado no Capitulo 12.

Para um coeficiente de confianca qualquer ¥, teremos de usar o valor z(y) tal que
P(-z(y) < Z < z(y)) = v, com Z ~ N(O, 1). O intervalo fica

IC(u; ¥) = 1X = 2(y)o,; X + 2(7)0[. (11.37)

Observe, também, que a amplitude do intervalo (11.37) é L = 2z(y)oln, que € uma
constante, independente de X. Se construirmos Varios intervalos de confianga para 0 mes-
mo valor de n, o e ¥, estes terdo extremos aleatdrios, mas todos terdo a mesma amplitude L.

Exemplo 11.14. Vamos obter um intervalo de confianca para o pardmetro p de uma
distribuicdo b(n, p). Sabemos que se X = nimero de sucessos nas n provas, entdo X
tem distribuicdo aproximadamente normal, com média u = np e variancia o? = npq,
comg=1-p. Logo,

z=2=" N, 1),
Vnpq
ou ainda,
7= Xn=p _\n(p-p) _ 0, 1) (11.38)
\pg/n Vpq

Assim, se y = 0,95, temos, consultando a Tabela Ill, que
P(-1,96 < Z < 1,96) = 0,95,

ou seja,

VP

Portanto, com probabilidade 0,95, temos que

-1,96 Vpg/n < p - p < 1,96 \ pg/n,

P{—1,96 _ Inp-p) _ 1,96} = 0,95.

do que segue

P —196Vpg/h <p=<p + 196 pgn.
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Como ndo conhecemos p, podemos proceder de duas maneiras. Uma é usar o fato
que pq < 1/4, de modo que Vpg/n < 1V 4n, obtendo
b — 1,96 1,96
\4n \4n

Temos, entdo, que ]p — 1,96/4n; p + 1,96/\4n[ é um intervalo de confianca para
p, com coeficiente de confianga de 95%.

Para um vy qualquer, 0 < y < 1, (11.39) fica

spsp+ (11.39)

52N <p<p+ 2 11.40
P \an =P \an ( )
onde z(y) é definido como em (11.37).

Exemplo 11.15. Numa pesquisa de mercado, n = 400 pessoas foram entrevistadas
sobre determinado produto, e 60% delas preferiram a marca A. Aqui, p = 0,6 e um
intervalo de confianca para p com coeficiente de confianga y = 0,95 sera

0,6 + (1,96) 1/N1600 = 0,6 + 0,049,
ou seja
IC(p; 0,95) = ]0,551; 0,649].

O intervalo (11.40) é chamado conservador, pois se p ndo for igual a 1/2 e estiver
proximo de zero ou de um, entdo ele fornece um intervalo desnecessariamente maior,
porque substituimos pq pelo seu valor maximo, 1/4. Uma outra maneira de proceder é
substituir pg por pg§, com § = 1 — p, sendo p o estimador de maxima verossimilhanca
de p, por exemplo. O intervalo obtido fica

p—z(WVpdn < p =<p +z(nNVpan, (11.41)
com z(y) definido como em (11.40).

Exemplo 11.16. Suponha que em n = 400 provas obtemos k = 80 sucessos. Vamos obter
um intervalo de confianga para p com y=0,90. Como p = 80/400=0,2e(=1-p=0,8,
entdo (11.41) fica

0,2 + (1,645)V (0,2)(0,8)/400 = 0,2 + 0,033,
ou seja,
IC(p; 0,90) = 10,167; 0,233[.
Usando (11.40) o intervalo conservador é
IC(p; 0,90) = 10,159; 0,241].
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Observe que o primeiro intervalo tem amplitude menor que o segundo. Outra observagao
importante é que por (11.40) e um y fixo, os intervalos que podemos obter para amostras
diferentes (mas de mesmo tamanho n) terdo a mesma amplitude, dada por 2z() [V4n.

Por outro lado, usando (11.41), a amplitude do intervalo sera 2z(y)

\/

%, que é variavel de

amostra para amostra, pois p (e, consequentemente, §) variara de amostra para amostra.

__Problemas |
14.

Calcule o intervalo de confianca para a média de uma N(u, 62) em cada um dos

casos abaixo.

Média Tamanho Desvio Padréio Coeficiente de
Amostral da Amostra da Populagdio Confianca
170cm 100 15cm 95%
165cm 184 30cm 85%
180cm 225 30cm 70%

15.

16.

17.

18.

19.

20.

De 50.000 vélvulas fabricadas por uma companhia retira-se uma amostra de 400 valvu-

las, e obtém-se a vida média de 800 horas e o desvio padrdo de 100 horas.

(a) Qual o intervalo de confianca de 99% para a vida média da populacédo?

(b) Com que confianca dir-se-ia que a vida média é 800 + 0,982

(c) Que tamanho deve ter a amostra para que seja de 95% a confianca na estimativa
800 + 7,842

(Que suposicdes vocé fez para responder as questdes acima?)

Quoal deve ser o tamanho de uma amostra cujo desvio padréo é 10 para que a diferenca
da média amostral para a média da populacdo, em valor absoluto, seja menor que 1,
com coeficiente de confianca igual a:

(a) 95% (b) 99%

Uma populacao tem desvio padréo igual a 10.
(a) Que tamanho deve ter uma amostra para que, com probabilidade 8%, o erro em
estimar a média seja superior a uma unidade?

(b) Supondo-se colhida a amostra no caso anterior, qual o intervalo de confianga, se
X =502

Uma amostra aleatéria de 625 donas de casa revela que 70% delas preferem a marca A
de detergente. Construir um intervalo de confianca para p = proporcéo das donas de
casa que preferem A com c.c. y=90%.

Encontre os intervalos de confianga para p se k/n=0,3, com c.c. y=0,95. Utilize os dois
enfoques apontados na secdo 11.6, com n = 400.

Antes de uma eleigéo, um determinado partido estd interessado em estimar a proporcéo p
de eleitores favordveis ao seu candidato. Uma amostra piloto de tamanho 100 revelou
que 60% dos eleitores eram favordveis ao candidato em questdo.
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(a) Determine o tamanho da amostra necessdrio para que o erro cometido na estimag@o
seja de, no méximo, 0,01 com probabilidade de 80%.

(b) Se na amostra final, com tamanho igual ao obtido em (a), observou-se que 55% dos
eleitores eram favordveis ao candidato em questéo, construa um intervalo de confianca
para a proporcédo p. Utilize y=0,95.

21. Suponha que estejamos interessados em estimar a proporcdo de consumidores de um
certo produto. Se a amostra de tamanho 300 forneceu 100 individuos que consomem o
dado produto, determine:

(a) ointervalo de confianca para p, com coeficiente de confianca de 95% (interprete o
resultado);

(b) o tamanho da amostra para que o erro da estimativa ndo exceda a 0,02 unidades
com probabilidade de 95% (interprete o resultado).

11.7 Erro Padrdao de um Estimador

Vimos que, obtida a distribuicdo amostral de um estimador, podiamos calcular a
sua variancia. Se nao pudermos obter a distribuicdo exata, usamos uma aproximagao,
se essa estiver disponivel, como no caso de X, ea variancia do estimador sera a variancia
dessa aproximacdo. Por exemplo, para a média amostral X, obtida de uma amostra de
tamanho n, temos que

_ 2
Var(X) = in’

na qual o?é a variancia da v.a. X definida sobre a populacéo.

A raiz quadrada dessa variancia chamaremos de erro padréo de X e o denotaremos
por

EP(X) = (TG (11.42)

Definicdo. Se T for um estimador do pardmetro 6, chamaremos de erro padrdo de T a
quantidade
EP(T) = Var(T). (11.43)

A variancia de T dependera dos parametros da distribuicdo de X, o mesmo aconte-
cendo com o erro padréo. Por exemplo, em (11.42), EP(X) depende de o, que em geral
é desconhecida. Podemos, entdo, obter o erro padrdo estimado de X, dado por

ep(X) = EP(X) = SN, (11.44)
na qual S? é a variancia amostral. Genericamente, o erro padrao estimado de T € dado por
EP(T) =V Var(T). (11.45)

Muitas vezes a quantidade (11.45) é chamada de erro amostral. Mas preferimos
chamar de erro amostral a diferencae = T - 6.



11.8 INFERENCIA BAYESIANA 317

Exemplo 11.17. Para o Exemplo 11.15, p = 0,6, e 0 erro padrdo de p serd dado por

EP(p) = q/p(lT_p)- (11.46)

Como ndo conhecemos p usamos no seu lugar o estimador p, obtendo-se
EP() = V(0,6)(0,4)/400 = 0,025.
Observe que o intervalo de confianca (11.41) pode ser escrito

P+ 2(Y)(EP(R),
ao passo que o intervalo para u dado por (11.37) pode ser escrito
X £ (1,96)(EP(X)).

11.8 Inferéncia Bayesiana

O estabelecimento de uma ponte entre os valores observados na amostra e 0s mo-
delos postulados para a populacdo, objeto da inferéncia estatistica, exige a adocdo de
principios tedricos muito bem especificados. Neste livro usaremos a chamada teoria
frequentista (as vezes também chamada de cléssica). Seus fundamentos encontram-se
em trabalhos de J. Neyman, E. Pearson, R. Fisher e outros.

Consideremos um exemplo para ilustrar esse enfoque. Suponha que tenhamos uma
amostra observada (x,, ..., X ) de uma populagdo normal, N(x, ¢?), e queremos fazer
inferéncias sobre os valores de u e ¢? baseados nas n observacoes.

Por meio de algum procedimento estudado neste capitulo, selecionamos estimadores
(x) e 6*(x) que sejam funcdes do vetor de observagdes x = (X, ..., X ). Considere dados
hipotéticos x,, X,, ..., todos amostras de tamanho n, que poderiam ter sido gerados da
populacdo em questdo. Obtemos, entdo, as distribuicbes amostrais de fi(x) e 6%(x), como
na secao 10.7. Podemos também obter intervalos de confianga para 0s parametros des-
conhecidos u e o2 bem como testar hipdteses sobre esses parametros, assunto a ser
discutido no Capitulo 12.

Para construir intervalos de confianca e testar hipoteses sera necessario conhecer a
distribuicdo amostral dos estimadores. Como s6 temos um conjunto de dados e ndo
dados hipotéticos, estas distribuices amostrais terdo de ser obtidas de outra maneira,
e ndo como no Exemplo 10.7. Usualmente isso é feito usando teoremas como o Teorema
Limite Central, discutido na secdo 10.8, obtendo-se uma distribuicdo aproximada para
os estimadores, que vale para tamanhos de amostras grandes.

A critica que se faz a teoria freqiientista é a possibilidade de “replicar dados”, bem
COMO 0 recurso a teoria assintdtica. Uma teoria que ndo faz uso de tais argumentos é a
inferéncia bayesiana, cujos fundamentos foram estabelecidos por T. Bayes em 1763.
Outros expoentes dessa corrente foram Bernoulli (1713), Laplace (1812) e Jeffreys (1939).
Aqui, o Teorema de Bayes, estudado no Capitulo 5, tem papel fundamental. A nocéo de
probabilidade prevalente aqui € a subjetiva, discutida brevemente no mesmo capitulo.
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Com relacdo ao nosso exemplo, a Inferéncia Bayesiana admite que os parametros
u e o2 que sdo quantidades desconhecidas da distribuicdo de X, podem ser descritos
por uma distribuicdo de probabilidades, p(u, 0?), chamada a distribuicdo a priori des-
ses parametros. Nessa distribuicdo s@o incorporadas todas as informacgfes que temos
sobre 6 = (u, 0?)', inclusive de natureza subjetiva. Essa distribuicdo € hipotetizada
antes de se colherem os dados.

O que é importante observar é que, tanto na teoria frequentista como na bayesiana,
um pardmetro qualquer, como u, no exemplo acima, é considerado fixo. O que se faz
no enfoque bayesiano é caracterizar a incerteza sobre esse parametro por meio de uma
distribuicdo de probabilidades.

Apbs obtidos os dados, obtemos a funcdo de verossimilhanga, que incorpora a
informacéo sobre 6 fornecida pelos dados. Finalmente, obtemos a distribuicdo a
posteriori de 6, dada a amostra observada. Um estimador de 6 pode ser tomado, por
exemplo, como a média ou a moda dessa distribuicdo a posteriori.

Vimos no Capitulo 5 que o teorema de Bayes pode ser usado para atualizar proba-
bilidades de um evento. Mas o0 teorema também pode ser utilizado para obter informa-
cdo sobre um pardmetro desconhecido de um modelo probabilistico, como o binomial
ou normal, por exemplo. Chamemos de 6 um tal pardmetro, suposto desconhecido, e
para o qual tenhamos alguma informacao anterior, consubstanciada numa distribuicao
de probabilidades p(6), chamada distribuicdo a priori de 6. Vamos supor, por ser mais
simples, que 6 tenha os valores 6,, 6,, ..., 6,, com probabilidades a priori P(6 = 6) =

p(6), i =1, 2,.., r. Chamemos de y a nova informagdo sobre 6, que também € obtida
de um modelo discreto. Entdo o teorema de Bayes pode ser escrito
6)P(y| 6
p(o]y) =P 10) =1,2 .1 (11.47)

ST POP(I6)’

Aqui, as verossimilhancas sao P(y|6), ..., P(yl ), e as probabilidades a posteriori
determinadas pelo teorema de Bayes sdo P(6,ly), ..., P(6.ly). Obtida essa distribuicdo a
posteriori de 6, dada a nova informacao y, podemos por exemplo estimar 6 como
sendo a média dessa distribuicdo ou a moda (o valor que maximiza P(61y)).

Exemplo 11.18. Vamos considerar uma aplicagdo do Teorema de Bayes a um exemplo
simples de mercado de a¢des. Chamemos de y o rendimento do IBOVESPA (indice da
Bolsa de Valores de S&o Paulo), em porcentagem, por periodo (més, por exemplo).
Suponha que estejamos interessados somente se 0 rendimento for positivo (y > 0) ou
negativo (y < 0). Designando por 6 o “estado do mercado”, vamos considerar apenas
dois estados, mercado em alta (6,) ou mercado em baixa (6,). Suponha que se tenha a
seguinte informacdo prévia (ou a priori) sobre as probabilidades de 6, e 6,:

priori o 0,

1 2

p(o) 3/5 2/5
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Entdo, as probabilidades a priori dos estados sdo p(6,) = P(6 = 6)) = 3/5 e p(6,) =
P(@ = 6,) = 2/5. As verossimilhangas sdo dadas aqui por
P(y>0l6) e P(y<0|0),

para 6 = 6, 6,, que denotaremos genericamente por p(yl6). Essas verossimilhangas

sdo supostas conhecidas no Teorema de Bayes e vamos Supor que em nosso caso Sao
dadas na tabela abaixo.

0 p(yl6)
y 61 02
y>0 2/3 1/3
y<0 1/3 2/3

Ou seja, temos que
P(y>016) =2/3, P(y>0l6,) = 1/3,
P(y<0l6) =1/3, P(y<0lp)=2/3.
Podemos calcular as probabilidades conjuntas p(y, 6), ou seja,
p(y, 0) = p(6)p(yl0),
obtendo-se a tabela abaixo.

0 Py, 6)

y 6, 6, PEY)
y>0 6/15 2/15 8/15
y<0 3/15 4/15 7/15
p(6) 9/15 6/15 1

Por exemplo,
P(y>0,6=60)=P(0=20) P(y>0l6=0) =3/5x2/3 = 6/15.

O Teorema de Bayes, dado pela formula (11.47), fornece as probabilidades a
posteriori de 6, e 6,, dado o valor observado de y:

) = p(9)|?(>)/|9) _ (11.48)
p(y

Para calcular (11.48) precisamos calcular p(y), que sdo chamadas probabilidades
marginais preditoras ou simplesmente previsdes. Usando o0 mesmo argumento que
deu origem a (5.14), podemos escrever

PY) = 2. Py, 6) = 2. p(6)P(y16).

p(ely

Em nosso caso,
P(y>0)=P(6)P(y >016) + P(6,)P(y > 016,
= 3/5 x 2/3 + 2/5 x 1/3 = 8/15.
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Do mesmo modo,
P(y <0) =P(6)P(y <016) + P(6,)P(y <016, = 7/15,
e teremos a tabela a seguir:

y p(y)
y>0 8/15
y<0 7/15

Vemos que essa € a mesma distribuicdo marginal de y, dada na tabela que mostra a
distribuicdo conjunta de y e 6.

Entdo, por (11.48),
P(6)P(y>016) _ 3/5x2/3 _

P(O=6ly>0)= PYS0) 8/l = 3/4,
Po=0ly>0) = Y <y

De modo analogo, obtemos
P(O=61ly<0)=3/7, P(6=6,ly<0)=4/.

Temos, entdo, as probabilidades condicionais de alta e baixa, dada a informagéo
de que o retorno € positivo ou negativo:

0 p(oly)
y 91 92
y>0 3/4 1/4
y<0 3/7 4/7

Podemos, por exemplo, “estimar” 6 (alta ou baixa) por 6, (mercado em alta) se y >
0, ja que P(6 = 6,ly > 0) = 3/4 e “estimar” 6 por 6, (mercado em baixa) se y < 0, pois
P(6 = 6,ly < 0) = 4/7. Ou seja, tomamos o valor maximo da probabilidade a posteriori,
dada a informagédo sobre o rendimento.

Esse € um exemplo do que se chama de modelo estatico. Poderiamos considerar
um modelo dindmico, supondo-se que esse muda de periodo para periodo (de dia para
dia ou de més para més etc.).

11.9. Exemplos Computacionais

Simulando Erros Padroes

Na se¢do 11.7 definimos o que seja o erro padrdo de um estimador T de um parametro 6,
baseado numa AAS de uma populagéo rotulada pela v.a. X. Vimos, em particular, que o erro
padrdo da media amostral X é dado por (11.42) e esse pode ser estimado por (11.44), ou seja,

EP(X) = %
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O erro padrdao de um estimador é fundamental para avaliarmos qudo bom ele é.
Simplesmente calcular T, ou saber que ele é ndo-viesado, ndo é suficiente: é necessario
calcular sua variabilidade.

Mas, na maioria das situacfes, ndo podemos obter uma estimativa do erro padrdo
de um estimador. Considere, por exemplo, a mediana de uma amostra,

md = med(X,, ..., X). (11.49)

Pode nédo ser facil calcular a Var(md) e, conseqglientemente, o erro padrdo de md.
Se admitirmos que a aproximacdo (11.18) é razoavel, entdo teremos

EP(md) = o E

e poderemos, novamente, estimar ¢ por S e obter

= ~g |
P(md) =S| 5- .

Mas, se tivermos amostras ndo muito grandes, a aproximacdo pode ndo ser adequada.

Felizmente, com o progresso de métodos computacionais usando intensivamente
computadores cada vez mais rapidos e com capacidade cada vez maior de lidar com
conjuntos grandes de dados, o calculo de erros padrdes, vieses etc., pode ser feito sem
recorrer a uma teoria, que muitas vezes pode ser muito complicada ou simplesmente
nédo existir.

Um desses métodos é chamado bootstrap, introduzido por B. Efrom, em 1979. Os
livros de Efrom e Tibshirani (1993) e Davison e Hinkley (1997) sdo referéncias impor-
tantes para aqueles que quiserem se aprofundar no assunto.

A idéia basica do método bootstrap € re-amostrar 0 conjunto disponivel de dados para
estimar o parametro 6, com o fim de criar dados replicados. A partir dessas replicagdes,
podemos avaliar a variabilidade de um estimador proposto para 6, sem recorrer a cél-
culos analiticos.

Vamos ilustrar o0 método com um exemplo.

Exemplo 11.19. Suponha que temos os dados amostrais X = (X, X,, ..., X.) € queremos
estimar a mediana populacional, Md, por meio da mediana amostral md(x) = med(x,, ..., X ).

Vamos escolher uma AAS (portanto, com reposicdo) de tamanho n dos dados. Tal
amostra € chamada uma amostra bootstrap e denotada por x* = (x¥ ..., x¥).

Por exemplo, suponha que x = (X, X,, X,, X,, X;). Poderemos obter, por exemplo,
X* = (X, Xy X5 Xpy X,).

Suponha, agora, que geremos B tais amostras independentes, denotadas X, ..., X3.
Para cada amostra bootstrap, geramos uma réplica bootstrap do estimador proposto,
ou seja, de md(x), obtendo-se

md(x*), md(x%), ..., md(x%). (11.50)
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Definimos o estimador bootstrap do erro padrdo de md(x) como

Ep (md) = [Zizl(m;(_xtl) —md)z]“i (1150)

com

B *
> - md(x¥)
—B .

Ou seja, o estimador bootstrap do erro padrdo da mediana amostral € o desvio padréo
amostral do conjunto (11.50). Na Figura 11.5 temos representado o esquema do método.

Vamos ilustrar 0 método com um exemplo numérico simples. Suponha que n =5 e
a amostra é x = (2, 5, 3, 4, 6). Vamos considerar B = 5 amostras bootstrap de x. Como
gerar tais amostras? Primeiramente, geramos cinco nimeros aleatorios i, ..., iy dentre
0s cinco ndmeros inteiros 1, 2, 3, 4, 5 e consideramos a amostra bootstrap x* = (X, , ...,
X,). Repetimos esse procedimento cinco vezes. Podemos usar a Tabela VII para gerar
esses NA, como ja aprendemos. Considere, por exemplo, as cinco primeiras linhas e,
comecando do canto esquerdo, prossiga em cada linha até obter cinco digitos entre 1
e 5, inclusive; note que pode haver repeticbes! Obtemos a Tabela 11.2.

md = (11.52)

Figura 11.5: Procedimento bootstrap para calcular o erro padrédo da mediana amostrall.

x; —»md(x*l‘)

> X3 »md (¥3)

X ————md(¥p)

Tabela 11.2: Procedimento bootstrap.

Amostra . .

NA bootstrap Ma(x*) X(x")
122,51 (2,55,6,2) 50 40
4,4,43,2 (4,4,4,3,5) 40 40
54,555 (6,4,6,6,6) 60 56
51155 (6,2,2,6,6) 60 44
254,53 (5,6,4,6,3) 50 48

Por exemplo, obtidos os NA 1, 2, 2, 5, 1, teremos a amostra bootstrap (x;, X,, X,, X, X,)
= (2,5, 5, 6, 2), para a qual a mediana amostral € 5. Segue-se que md =26/5 =52 e

. 5 * _ 2 |2
EP,(md) = [ n:l(md(:b) 5,2) } - 0,837,
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Se usarmos a aproximagao (11.18), calculamos a variancia da amostra original,
obtendo-se $? = 2,5, donde EP(md) ~ 0,886. Levando-se em conta o tamanho da amos-
tra, a discrepancia entre os dois valores ndo é grande.

Exemplo 11.20. Na Tabela 11.2 calculamos, também, para cada amostra bootstrap, a
média amostral, X. Obtemos, usando (11.51),
EP,(X) = 0,669,
e usando a formula (11.44),
EP(X) = V2,5/5 = 0,707,

logo o valor obtido pelo método bootstrap estd bastante proximo do valor calculado
pela formula obtida de maneira analitica. Obviamente, em situagdes nas quais ha uma
formula disponivel, ndo ha necessidade de se usar bootstrap.

A questdo que se apresenta é: qual deve ser o valor de B, ou seja, quantas amostras
bootstrap devemos gerar para estimar erros padrées de estimadores? A experiéncia
indica que um valor razoavel é B = 200.

No caso geral de um estimador 6 = T(x), o algoritmo bootstrap para estimar o erro
padrdo de 6 é o seguinte:

[1] Selecione B amostras bootstrap independentes X3 ..., X, cada uma consistin-
do de n valores selecionados com reposicdo de x. Tome B = 200.

[2] Para cada amostra bootstrap x* calcule a réplica bootstrap
6*(b) = T(x*), b=1,2 .., B

[3] O erro padrdo de 6 é estimado pelo desvio padrdo das B réplicas:
o 1 B Aximy vz |2
EP = [—B_ PACIORY )] , (11.53)

com

B
= 20 6. (11.54)
B
No exemplo acima, notamos que um intervalo de confianca aproximado para a
mediana populacional Md, com coeficiente de confianca 95%, seria

5,2 + (1,96)(0,837) = ]3,56; 6,84].

No exemplo dado, para efeito de ilustracdo do método bootstrap, tomamos uma
amostra pequena (n = 5) e poucas amostras bootstrap (B = 5). Para amostras maiores e
B na ordem de 200 deveremos fazer um pequeno programa, em alguma linguagem
(como o Visual Basic, Pascal, Fortram, C etc.), que gere as amostras bootstrap, e cal-
cular o estimador dado por (11.53). Isso implica, em particular, gerar, para cada amos-
tra bootstrap, n niumeros aleatérios. Como ja vimos, ndo é pratico usar uma tabela de
NA nessa situagdo; devemos usar alguma rotina de computador.
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11.10 Problemas e Complementos

22.

23.

24.

25.

Um pesquisador estd em ddvida sobre duas possiveis estatisticas, t e t’, para serem usa-
das como estimadores de um pardmetro 6. Assim, ele decidiu usar simulacéo para uma
situac@o hipotética, procurando encontrar pistas que o ajudassem a decidir qual o melhor
estimador. Partindo de uma populacéo ficticia, onde 6= 10, ele retirou 1.000 amostras de
20 elementos, e para cada amostra calculou o valor das estatisticas t e t'. Em seguida,
construiu a distribuicéo de freqiéncias, segundo o quadro abaixo.

Classes % det % det’
57 10 5
7— 9 20 30
9K11 40 35
1M-13 20 25
1315 10 5

(a) Verifique as propriedades de tet’ como estimadores de 6.
(b) Qual dos dois vocé adotaria? Por qué?

De experiéncias passadas, sabe-se que o desvio padréo da altura de criancas de

58 série do 1° grau é 5 cm.

(a) Colhendo uma amostra de 36 dessas criancas, observou-se a média de 150 cm.
Qual o intervalo de confianca de 95% para a média populacional?

(b) Que tamanho deve ter uma amostra para que o intervalo 150 + 0,98 tenha 95%
de confianca?

Um pesquisador estd estudando a resisténcia de um determinado material sob determina-
das condicées. Ele sabe que essa varidvel é normalmente distribuida com desvio padréo
de duas unidades.

(a) Utilizando os valores 4,9; 7,0; 8,1; 4,5; 5,6; 6,8; 7,2; 5,7; 6,2 unidades, obtidos de
uma amostra de tamanho 9, determine o intervalo de confianca para a resisténcia
média com um coeficiente de confianga y=0,90.

(b) Qual o tamanho da amostra necessdrio para que o erro cometido, ao estimarmos a
resisténcia média, néo seja superior a 0,01 unidade com probabilidade 0,902

(c) Suponha que no item (a) néo fosse conhecido o desvio padrdo. Como vocé procede-
ria para determinar o intervalo de confianca, e que suposicdes vocé faria para isso?
Veja também o Problema 44.

Estime o saldrio médio dos empregados de uma indUstria téxtil, sabendo-se que uma
amostra de 100 individuos apresentou os seguintes resultados:

Salério Freqiiéncia

150,00 + 250,00
250,00+ 350,00
350,00+ 450,00
450,00 + 550,00
550,00+ 650,00
650,00+ 750,00

oo B8R o

Use y=0,95.
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26.

27.

28.

Suponha que as vendas de um produto satisfacam ao modelo

V,=a+pt+a,
onde a,é a varidvel aleatéria satisfazendo as suposigées da secdo 11.4, e o tempo é dado
em meses. Suponha que os valores das vendas nos 10 primeiros meses do ano 1 sejam

dados pelos valores da tabela abaixo. Obtenha as previsdes para os meses de novembro
e dezembro do ano 1 e para julho e agosto do ano 2.

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y, 50 67 60 87 6,2 8,6 110 119 | 106 108

Numa pesquisa de mercado para estudar a preferéncia da populacéo de uma cidade em

relacdo a um determinado produto, colheu-se uma amostra aleatéria de 300 individuos,

dos quais 180 preferiam esse produto.

(a) Determine um intervalo de confianca para a proporcéo da populacédo que prefere o
produto em estudo; tome y=0,90.

(b) Determine a probabilidade de que a estimativa pontual dessa proporgéo néo difira do
verdadeiro valor em mais de 0,001.

(c) E possivel obter uma estimativa pontual dessa proporcdo que ndo difira do valor
verdadeiro em mais de 0,0005 com probabilidade 0,952 Caso contrdrio, determine o
que deve ser feito.

Uma amostra de 10.000 itens de um lote de producéo foi inspecionada, e o nimero de
defeitos por item foi registrado na tabela abaixo.

Ne de defeitos 0 1 2 3 4
Quantidade de pecas | 6.000 3.200 600 150 50

(a) Determine os limites de confianca para a proporcéo de itens defeituosos na popula-
¢éo, com coeficiente de confianca de 98%. Use (11.40).
(b) Mesmo problema, usando (11.41).

29. Antes de uma eleicdo em que existiom dois candidatos, A e B, foi feita uma pesquisa com

30.

31.

32.

400 eleitores escolhidos ao acaso, e verificou-se que 208 deles pretendiam votar no
candidato A. Construa um intervalo de confianca, com c.c. y=0,95, para a porcentagem
de eleitores favordveis ao candidato A na época das eleicoes.

Encontre o c.c. de um intervalo de confianca para p, se n =100, p=0,6 e a amplitude do
intervalo deve ser igual a 0,090.

Usando os resultados do Problema 32 do Capitulo 10, mostre que o infervalo de confianca
para a diferenca das médias populacionais, com variéincias conhecidas, é dado por

IC(u,—u,: 7) = (X=Y) £z(y)Vo?in, + oZn,

Estdo sendo estudados dois processos para conservar alimentos, cuja principal variével de
interesse é o tempo de duracdo destes. No processo A, o tempo X de duragéo segue a
distribuigdo N(u,, 100), e no processo B o tempo Y obedece a distribuigdo N(u,, 100).
Sorteiam-se duas amostras independentes: a de A, com 16 latas, apresentou tempo médio
de duracéo igual a 50, e a de B, com 25 latas, duracdo média igual a 60.
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33.

34.

(@) Construa um IC para u, e i1, separadamente.

(b) Para verificar se os dois processos podem ter o mesmo desempenho, decidiu-se cons-
truir um IC para a diferenca p1, — i, Caso o zero pertenca ao intervalo, pode-se
concluir que existe evidéncia de igualdade dos processos. Qual seria sua resposta?

Seja X uma v.a. com E(X) = u e Var(X) = ¢? finita. Entdo, para todo k> 0, a seguinte
desigualdade (chamada desigualdade de Chebyshev) é vélida:

P(|X-u| = k) < Var(X)/k. (11.55)
Usando (11.55), prove que X é um estimador consistente para a média it de uma popu-
lacdo com variéincia 62.

Lei dos Grandes NUmeros. Consideremos n provas de Bernoulli com p =P (sucesso), e
seja k o nimero de sucessos nas n provas. A Lei dos Grandes Ndmeros (LGN) afirma que,
para N grande, a proporcdo de sucessos k/n estard proxima de p = P (sucesso). Formal-
mente, para todo £€>0,

P{

Prove (11.56), usando (11.55).

k p(1-p)
N —p‘ 28}$n€2. (11.56)

35. A LGN pode ser usada de maneira Util na seguinte situagéo. Suponha que queiramos

36.

saber quantas repeticoes de um experimento de Bernoulli devemos realizar a fim de que K
n difira de p de menos de &, com probabilidade maior ou igual a ¥. Ou seja, queremos
determinarn, tal que

p{ k

——4<%>%
n

De (11.56) temos

o

n-P

<8}> 1__p(1—p);
ne?

logo, comparando, temos que n deve satisfazer

1-PA-P) _ y=n - P(L-p) ,onde 5=1-7.
ne? o€?
Como nédo conhecemos p, usando o fato de que p(1 - p) < 1/4; logo, basta tomar n tal
que n=1/44¢2.
Usando esse resultado, resolva este problema: suponha que a proporcédo de fumantes de
uma populacao é p, desconhecida. Queremos determinar p com um erro de, no mdximo,
0,05. Qual deve ser o tamanho da amostra n, a ser escolhida com reposicao, se y=0,952

Se a distribuicGo de X depende de mais de um parédmetro, digamos 6, e 68,, entdo
L(6,, 6, X,, ..., X)), e para maximizar L basta derivar L em relagGo a 6, e 6, (em
algumas situacdes, derivar L ndo conduz ao EMV; veja o Problema 43). Considere, entdo,
X ~ N(u, 0?). Determine os EMV de u e o0?, considerando d¢/du = 0 e
0¢/do?=0, onde ¢=1log L.
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37.

38.

39.

40.

41.

Estimacdo numa distribuicdo uniforme. Suponha que X tenha uma distribuicéo uniforme
no intervalo (0, ), onde 6 é desconhecido. Uma amostra de n observacées X,, ..., X é
escolhida. Sabemos que E(X) = E(X)) = 6/2, para todo i, e Var(X) = Var(X) = 6712, para
todo i. Logo, se calcularmos a média amostral X, essa deve estar préxima de 6/2 e pode-
mos estimar @ por T, = 2X.

(a) Calcule E(T).

(b) Calcule EQM(T,) =E(T, - 6)>.

(c) T,é consistente? Por qué?

Continuacéo do Problema 37.Outra maneira de estimar 6 na uniforme é a seguinte. Con-
sidere M=max(X,, ..., X)) =X, ou seja, o maior valor da amostra. Para qualquer valor de
6, M < Be M se aproxima de 8 quando N aumenta. Tome M como estimador de 6, o que
é bastante razodvel. Na realidade, veremos, no Problema 42, que M = éMV.
Vimos no Problema 39 do Capitulo 10, que a densidade de M é dada por

n
— X"l se0=x<20

f,0)= 16" (11.57)
0, caso contrario.
(a) Mostre que E(M) = 6 nr-:- 1" logo M ¢é viesado. Calcule o viés [ (0) de M e mostre

que esse viés tende a zero, quando n— oo,
. . _n+l1 Lo
(b) Considere o estimador T, = — M; segue-se que T, é nGo-viesado para 6, ou

seja, E(T,) = 6. Calcule o erro quadrédtico médio de T,, EQM(T,) = E(T, - 6)%.
(c) T,é consistente? Por qué?

Para os Problemas 37 e 38, mostre que Var(T,) = [3/(n +2)] Var(T,). Tome n=1, 2, 10, 50,
100 e verifique qual a relacGo entre as duas variancias. Verifique que, para n grande, T,
=[(n+1)/n]M é um estimador muito melhor do que T, = 2X. Como T,=(1+1/n)M, vemos
que, para n grande, T, = M. Portanto, para tamanhos de amostras grandes, o EMV é
melhor do que 2X.

Considere as situacdes dos Problemas 37, 38 e 39. Suponha que n seja suficientemente
grande para que o TLC se aplique e se possa aproximar a distribuicdo de X e de M por uma
distribuicéo normal.

(a) Calcule a média e varibngade T, Me T,.

(b) Obtenha um1.C. (6; 0,90) usando T,.

(c) Idem usando M.

(d) Idem usando T,

[Sugestdo: substitua na variéinca de cada estimador, obtida em (a), o parémetro 6, desco-
nhecido, pelo seu estimador, para obter a respectiva varidnga esitmadal]

Foram gerados 1.000 valores de uma distribuicdo uniforme no intervalo (0, 5), ou seja,
0=5. As seguintes estatisticas foram obtidas:
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42.

43.

Xy = MIN(X,, ..., Xyg0) = 0,01132, =M =max(X,, ..., X,5p,) = 4,992;

) X(1000)

q,=1315, q,=2572, q,=3,829, X=2547.

Calcule T,, T, e aplique o resultado do Problema 40 para obter um intervalo de confianga
para 6, com c.c. = 90%.

EMV na uniforme. Como

_J1e, sed0=x=<26,
f09 = {0, caso contrario,

a densidade conjunta da amostra é

0):{1/9n, se0<x<6,i=1..,n

f(x.,...,x; g
( 0, caso contrario.

1 Ay
Segue-se que €(@|X,,..., x) =—nlog 6 e derivando e igualando a zero obteremos
-n/6 =0, ou seja, o EMV de 6 seria ! Evidentemente, essa ndo é a resposta. Na
realidade, ndo podemos simplesmente derivar a verossimilhanca (ou o logaritmo dela)
para obter o méximo, pois temos as restricdes 0 < X, < 6, para todo i. Fagamos o
seguinte. Considere o gréfico da densidade conjunta, ou da verossimilhanca, como fun-
cé@o de 6. Como devemos ter 0 < x, < 6, para todo i, 0 mdximo M dos x, deve ser tal que
0 < M < 6, ou seja, obtemos o grafico abaixo.

L(®|x) 4

I
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
M

Ou seja, L(0]x,, - %) =0, para 8 < M; logo, o méximo da verossimilhanca ¢ obtido para
6 =M e portanto 6,, =M.

Esse exemplo mostra que nem sempre obteremos o EMV derivando-se a verossimilhanca
e igualando-a a zero.

Suponha que X ~ N(u, 6?), it e 6®desconhecidos. Uma amostra de tamanho n = 600

forneceu X = 10,3 e $2=1,96. Supondo que a v.a. Z = X-p seja aproximadamente
SHin

normal, obtenha um IC para u, com c.c. ¥ =0,95 (se n for pequeno, Z néo é aproxima-

damente normal; ver Capitulo 12).
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44,

45.
46.

47.
48.

49.

Para estimar a média pt desconhecida de uma populacéo, foram propostos dois estima-
dores ndo-viesados independentes, i, e fl,, de tal sorte que Var(il,) = Var(fL,)/3. Considere
os seguintfes estimadores ponderados de p:

(@) T,= (@, +0,)2;

(b) T,= (48, + 45,

(c) T,=0,.

(i) Quais estimadores sdo ndo-viesados?

(ii) Dispor esses estimadores em ordem crescente de eficiéncia.

Obtenha o estimador de A na Poisson, pelo método dos momentos.

Considere o CD-Notas e refire uma amostra com reposicdo de tamanho n=10. Determine
o erro padrdo estimado pelo método bootstrap das estatisticas (use B =15, por exemplo):
(a) md = mediana da amostra;

(b) dm = desvio médio da amostra.

(c) dam = desvio absoluto mediano.

Prove (11.15).

Calcule 0 EQM (erro quadrético médio), dado por (11.20), para os estimadores S? e 62,
no caso de populacdo normal. Compare esses dois EQM. Qual estimador vocé escolhe-
ria, se o critério de escolha é ter o menor EQM?2

Considere a v.a. discreta X com funcdo de probabilidade dada por:
pM=PX=x)=2, x=12 .6

onde 6 > 0 é um nimero infeiro desconhecido. Uma AAS X, ..., X de tamanho n é
selecionada e considera-se o seguinte estimador de 6:
1 n

T=2X-1, onde X=-o> X,
i=1

(a) Mostre que T é um estimador néo-viesado de 6 e obtenha sua variéncia. T é um
estimador consistente de 62 Por qué?

(b) Sen=6e aamostra observada forx, =x,=x,=x,=x,=1eXx,=2, qual é a estimativa
de 62 Esta estimativa é um valor plausivel para 62 Sugira outro estimador para 6 que
somente conduza a valores plausiveis de 6.

[Observacdo: & i =k(k +1)/2, T i2=k(k+1)(2k+1)/6, k =1, kinteiro.]



Capitulo 12

Testes de Hipdteses

12.1 Introducdo

Vimos no Capitulo 10 que um dos problemas a serem resolvidos pela Inferéncia
Estatistica é o de testar uma hipotese. Isto é, feita determinada afirmacdo sobre uma
populacdo, usualmente sobre um pardmetro dessa, desejamos saber se 0s resultados
experimentais provenientes de uma amostra contrariam ou ndo tal afirmagéo. Muitas
vezes, essa afirmacdo sobre a populacdo é derivada de teorias desenvolvidas no cam-
po substantivo do conhecimento. A adequacdo ou ndo dessa teoria ao universo real
pode ser verificada ou refutada pela amostra. O objetivo do teste estatistico de hipdte-
ses é, entdo, fornecer uma metodologia que nos permita verificar se 0s dados amostrais
trazem evidéncias que apdiem ou ndo uma hipdtese (estatistica) formulada.

Neste capitulo iremos introduzir o procedimento basico de teste de hipdtese sobre um
pardmetro de uma populagdo. A idéia central desse procedimento € a de supor verdadeira a
hipGtese em questdo e verificar se a amostra observada é “verossimil” nessas condi¢des. No
capitulo seguinte daremos alguns testes para comparacdo de pardmetros de duas populagdes.

12.2 Um Exemplo

Vamos introduzir a ideia de teste de uma hipotese por meio de um exemplo hipo-
tético que, partindo de uma situacdo simples, sera gradualmente ampliado para aten-
der a situacdo geral do teste de hipoteses.

Exemplo 12.1. Uma industria usa, como um dos componentes das maquinas que pro-
duz, um parafuso importado, que deve satisfazer a algumas exigéncias. Uma dessas é
a resisténcia a tracdo. Esses parafusos séo fabricados por alguns paises, e as especificacdes
técnicas variam de pais para pais. Por exemplo, o catalogo do pais A afirma que a
resisténcia média a tracdo de seus parafusos é de 145 kg, com desvio padrdo de 12 kg.
Ja para o pais B, a média é de 155 kg e desvio padrdo 20 kg.

Um lote desses parafusos, de origem desconhecida, sera leiloado a um prego muito
convidativo. Para que a industria saiba se faz ou ndo uma oferta, ela necessita saber qual
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pais produziu tais parafusos. O edital do leiloeiro afirma que, pouco antes do leildo, sera
divulgada a resisténcia média X de uma amostra de 25 parafusos do lote. Qual regra de
decisdo deve ser usada pela industria para dizer se os parafusos sdo do pais A ou B?

Uma resposta que ocorre imediatamente é a que considera como pais produtor
aquele para o qual a média da amostra mais se aproximar da média da populacéo.
Assim, uma possivel regra de decisdo seria:

Se X < 150 (o ponto médio entre 145 e 155), diremos que os parafusos sdo do pais
A; caso contrério, isto é, X > 150, sdo do pais B.

Na Figura 12.1 ilustramos essa regra de deciséo.

Figura 12.1: Regra de decisdo para o Exemplo 12.1.

A < > B

145 150 155 X

Suponha que, no dia do leildo, fossemos informados de que X = 148; de acordo
com nossa regra de decisdo, diriamos que os parafusos sdao de origem A. Podemos
estar enganados nessa conclusdo? Ou, em outras palavras, é possivel que uma amostra
de 25 parafusos de origem B apresente média X = 148? Sim, é possivel. Entdo, para
melhor entendermos a regra de decisdo adotada, € interessante estudarmos os tipos de
erros que podemos cometer e as respectivas probabilidades.

Podemos cometer dois tipos de erros, e vamos numera-los para facilitar a linguagem:

Erro de tipo I: dizer que os parafusos séo de A quando na realidade sdo de B. Isso ocorre
quando uma amostra de 25 parafusos de B apresenta média X inferior ou igual a 150 kg.

Erro de tipo II: dizer que os parafusos séo de B, quando na realidade eles séo de A. Isso
ocorre quando uma amostra de 25 parafusos de A apresenta média X superior a 150 Kkg.

Para facilitar ainda mais, vamos definir duas hip6teses também numeradas:

H,: os parafusos sdo de origem B. Isso equivale a dizer que a resisténcia X de cada
parafuso segue uma distribuicdo com média u = 155 e desvio padrdo o = 20.

H,: os parafusos sdo de A, isto €, a media u = 145 e o desvio padrédo o = 12.

Finalmente, vamos indicar por RC a regido correspondente aos valores menores
que 150, ou seja,

RC = {y € IRly < 150}.

Com as notacdes indicadas acima, a probabilidade de se cometer cada um dos

erros pode ser escrita:

P(erro 1) = P(X € RCIH, é verdadeira) = o
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P(erro I1) = P(X & RCIH, é verdadeira) = j.

Quando H, for verdadeira, isto €, os parafusos forem de B, sabemos do TLC que X tera
distribuicéo aproxmadamente normal, com média 155 e desvio padrdo igual a 20/+/25 = 4,
isto é,

X ~ N(155,16).
Denotando por Z a v.a. com distribuicdo N(0,1), temos
P(erro 1) = P(X € RC|H, ¢ verdadeira)
= P(X < 150/ X ~ N(155,16))

150 — 155)
4

= P(Z = -1,25) = 0,10565 = 10,56% = o

De modo analogo, quando H, for a alternativa verdadeira, teremos que a v.a. X é
tal que, aproximadamente,

=p(z=

X ~ N(145; 5,76).
Teremos, entao,
P(erro 11) = P(X & RCIH, é verdadeira)

= P(X > 150|X ~ N(145; 5,76))
= P(Z > 1505#) = P(Z > 2,08) = 0,01876 = 1,88% = .

Observando esses dois resultados, notamos que, com a regra de decisdo adotada,
estaremos cometendo o erro de tipo | com maior probabilidade do que o erro de tipo II. De
certo modo, essa regra de decisdo privilegia a afirmacdo de que os parafusos sdo de A. No
Quadro 12.1 ilustramos as conseqiiéncias que podem advir da regra de decisdo adotada.

Quadro 12.7: Resumo do teste H: i1 = 155, H,: i1 = 145, com RC = ], 150].

Origem Real Deciséao
dos RC : %
Parafusos <J| 150 L
A B
A Sem erro Erro tipo II
B=1,88%
Erro tipo I
B o = 10,56% Sem erro

Desse quadro, podemos notar que, se os parafusos forem realmente de B (segunda
linha) e a amostra tiver média superior a 150 (segunda coluna), diremos que séo de B,
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e ndo cometeremos erro algum. Por outro lado, se a média X for inferior a 150 (primei-
ra coluna), devemos dizer que sdo de A, e estaremos cometendo um erro cuja probabi-
lidade nesse caso é de 10,56%. De modo analogo, teremos uma interpretacdo para o
caso de os parafusos serem realmente de A (primeira linha).

Para cada regra de decisdo adotada, isto €, se escolhermos um valor X_ em vez de 150 no
Quadro 12.1, apenas as probabilidades o e B mudar&o. Se X_ for escolhido menor que 150,
notamos que o diminuira e 3 aumentard. Logo, deve existir um ponto em que « seja igual a
B, ou seja, uma regra de decisdo em que a probabilidade de errar contra A seja a mesma que
errar contra B. Mostre que esse ponto é X, = 148,75, e nesse caso o = B = 5,94%.

Do exposto acima constatamos que, escolhido um valor de X, podemos achar as
probabilidades o e 3 de cometer cada tipo de erro. Mas também podemos proceder de
modo inverso: fixar um dos erros, digamos o, e encontrar a regra de decisdo que ira
corresponder a probabilidade de erro de tipo | igual a c.

Por exemplo, fixemos o em 5%, e vejamos qual a regra de decisdo correspondente.
Temos

5% = P(erro 1) = P(X < x|X ~ N(155,16))
= P(Z = -1,645),
mas da transformacéo para a normal padréo sabemos que
-1,645 = X~ 155 :

4
ou seja, X, = 148,42. Entdo, a regra de decisdo sera:

Se X for inferior a 148,42, dizemos que o lote é de A; caso contrario, dizemos que € de B.

Com essa regra, a probabilidade do erro de tipo Il serd

B =P(erro 1) = P(X > 148,42|X ~ (145; 5,76))
= P(Z > 1,425) = 7,93%.
Veja a ilustragcdo na Figura 12.2.

Figura 12.2: llustracdio dos erros de tipo | e Il para o Exemplo 12.1.

B
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Esse segundo tipo de procedimento é bastante utilizado, porque usualmente a de-
cisdo que devemos tomar ndo € apenas entre duas possiveis populacdes. Os parafusos
poderiam ser produzidos por outros paises além daqueles citados e, portanto, com
outras caracteristicas quanto a resisténcia média. Suponha, ainda, que interessa a in-
dustria fazer uma proposta apenas no caso de o parafuso ser de origem B. Qual a regra
de decisdo que deve adotar?

A hipétese que nos interessa agora é:
H,: os parafusos séo de origem B (u = 155 e o = 20).

Caso essa ndo seja a hipGtese verdadeira, a alternativa € muito mais ampla e pode
Ser expressa como:

H,: os parafusos ndo sdo de origem B (u e o desconhecidos).

Aqui ndo podemos especificar os pardmetros sob a hipotese alternativa H,, pois se néo
forem de origem B, os parafusos podem ser de varios outros paises, cada um com suas
proprias especificagdes. Alguns paises podem ter técnicas mais sofisticadas de produgéo e,
portanto, produzir com resisténcia média superior a 155. Outros, como no exemplo dado,
com resisténcia menor. A especificacdo da hipdtese alternativa depende muito do grau de
informagdo que se tem do problema. Por exemplo, vamos admitir que a indUstria do pais B
para esse caso Seja a mais desenvolvida, e nenhum outro pais possa produzir uma resistén-
cia média superior a dela. Entdo, nossa hip6tese alternativa seria mais explicita:

H,: os parafusos ndo sdo de origem B (u < 155 e o qualquer).

Isso significa que so iremos desconfiar de H; se X for muito menor do que 155. Ou
seja, a nossa regra de decisdo devera ser semelhante a vista anteriormente. Como 0s
pardmetros sob a hipotese alternativa sdo muitos, a melhor solugdo para construir a
regra de decisdo € fixar ¢, a probabilidade do erro de tipo | (rejeitar H, quando ela for
verdadeira). Se fixarmos novamente o = 0,5, e nesse caso a regra de decisdo depende
apenas das informacGes de H, a regra de decisdo sera a mesma anterior:

Se X for superior a 148,42, diremos que o lote é de origem B; caso contrario,
diremos que ndo é de origem B.

Com essa regra de decisdo e com a hipotese alternativa mais ampla, ndo podemos
encontrar B, pois ndo temos um Unico pardmetro u como alternativa e nada sabemos
sobre o. Entdo, ndo podemos controlar o erro de tipo Il. As implicacdes dessa regra de
decisdo estdo resumidas na Figura 12.3 e no Quadro 12.2.

Figura 12.3: Teste H : u=155vs H, : u < 155, com RC =]-; 148,42].

>
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Quadro 12.2: Resumo do teste H: p =155, H,: i < 155, com RC =]-, 148 42].

. Decisao
Origem Real RC . -
dos 148,42
Parafusos Ls ndo B L B
B Erro tipo I, oo = 5% Sem erro
nao B Sem erro ErrotipoIL, f = ?

Podemos reescrever as hipoteses nessa situagdo da seguinte maneira:
HO.: u =155
H, :u <155
O célculo de B depende do valor de u, que ndo é especificado. Mas podemos
considerar a seguinte e importante funcao.

Definicao. A funcdo caracteristica de operagdo (funcdo CO) do teste acima é definida como
B(w) = P(aceitar H 1) = P(X > 148,42 p).

Ou seja, B(u) € a probabilidade de aceitar H,, considerada como uma fungéo de .

Usualmente, considera-se a funcdo m(u) = 1 — B(u), que € a probabilidade de se

rejeitar H;, como funcédo de u. Essa fungdo € chamada funcédo poder do teste e sera

estudada abaixo com certo detalhe. Nesses casos consideramos que o é 0 mesmo para
todos os valores de pu.

Admitamos, agora, que ndo exista razdo alguma para acreditarmos que a resisténcia
média dos parafusos de B seja maior ou menor do que a de outros paises. 1sso ird nos
levar a duvidar que os parafusos ndo séo de B, se a média observada for muito maior ou
muito menor do que 155. Esta situacdo corresponde a seguinte hipotese alternativa:

H,: os parafusos ndo sdo de origem B (u # 155).
Aqui, a regra de deciséo deverd indicar dois pontos X, e X, tais que:

Se X estiver entre X, e X,,, diremos que os parafusos sdo de origem B; se X estiver
fora do intervalo, diremos que ndo sdo de origem B.

Fixado «, a probabilidade do erro I, existirdo muitos valores que satisfazem a essa
condicdo. Daremos preferéncia aquelas solucdes X., e X.,, simétricas em relacdo a me-
dia. Veja a Figura 12.4.

Voltando ao nosso problema, e fixado o em 5%, temos
0,05 = P(erro 1) = P(X < X, ou X > X, |X ~ N(155,16))
=P(Z < -1,96 ou Z > 1,96),
e daqui encontramos
~1,96 = (X, — 155)/4 = X, = 147,16

1,96 = (X, — 155)/4 = X, = 162,84.
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Figura 12.4: Teste H : u=155vs H, : u # 155.

Portanto, nesse caso, a regido de rejeicdo da hipotese H € (veja o Quadro 12.3)
RC = {x € IR|X < 147,16 ou X > 162,84}.

Do apresentado nesta secdo, vemos que, dependendo do grau de informacao que
se tem do problema, podemos ter regras de decisdo unilaterais ou bilaterais. Na se¢do
seguinte iremos dar 0s passos para a construcdo de um teste de hipotese.

Quadro 12.3: Resumo do teste H,: u =155, H: u # 155, com RC =], 147,16] U [162,84, +[.

Ori Real Decisao
ngzm ea RC RC -
. cf’s 147,16 | 162,84 X
arafusos
B .'l\_, nao B+
B Sem erro Erro tipo IL, B = ?
nao B Erro tipo I, o0 = 5% Sem erro

1. Para decidirmos se os habitantes de uma ilha séo descendentes da civilizacéo A ou B,
iremos proceder do seguinte modo:

(i) selecionamos uma amostra de 100 moradores adultos da ilha, e determinamos a altura
média deles;

(ii) se essa altura média for superior a 176, diremos que sdo descendentes de B; caso
contrdrio, séo descendentes de A.

Os paré&metros das alturas das duas civilizacdes séo:
A:u=175¢ o= 10;
B:u=177e 0=10.

Definamos: Erro de tipo | — dizer que os habitantes da ilha séo descendentes de B quan-
do, na realidade, sdo de A.
Erro de tipo Il — dizer que sdo de A quando, na realidade, séo de B.

(a) Qual a probabilidade do erro de tipo 12 E do erro de tipo 112
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(b) Qual deve ser a regra de deciséo se quisermos fixar a probabilidade do erro de tipo | em
5%2 Qual a probabilidade do erro de tipo 11, nesse caso?
(c) Se o,=5, como ficariam as respostas de (b)?

(d) Quais as probabilidades do erro de tipo I, nas condicées da questdo (b), se a média
Us = 1782 E g = 1802 E uy = 1812 Coloque num grdfico os pares (g, P(erro 11| g)).

2. Fazendo o teste
H,: 1 =1.150 (o= 150) contraH, : u=1.200 (o = 200),
e n =100, estabeleceu-se a seguinte regido critica:
RC = [1.170, +][.
(@) Qual a probabilidade o de rejeitar H; quando verdadeira?

(b) Qual a probabilidade 3 de aceitar H quando H, é verdadeira?
(c) Qual deve ser a regido critica para que o= 2

3. Nas situagées abaixo, escolha como hipétese nula, H, aquela que para vocé leva a um
erro de tipo | mais importante. Descreva quais os dois erros em cada caso.

(a) O trabalho de um operador de radar é detectar aeronaves inimigas. Quando surge
alguma coisa estranha na tela, ele deve decidir entre as hipéteses:

1. estd comecando um ataque;
2. tudo bem, apenas uma leve interferéncia.

(b) Num juri, um individuo estd sendo julgado por um crime. As hipéteses sujeitas ao jUri sGo:
1. o acusado é inocente;

2. o acusado é culpado.

(c) Um pesquisador acredita que descobriu uma vacina contra resfriado. Ele ir&4 conduzir
uma pesquisa de laboratério para verificar a veracidade da afirmacéo. De acordo com o
resultado, ele lancard ou néo a vacina no mercado. As hipéteses que pode testar s@o:
1. a vacina é eficaz;

2. a vacina néo é eficaz.

4. Se, ao lancarmos trés vezes uma moeda, aparecerem 3 coroas, decidimos rejeitar a hipé-
tese de que a moeda é “honesta”. Quais as probabilidades de erro de tipo | e erro de tipo
Il, se p=2/32

5. Avaridvel X, custo de manutencao de um tear, pode ser considerada como tendo distribui-
¢Go normal de média u e desvio padrdo 20 unidades. Os valores possiveis de t podem ser
200 ou 210. Para verificar qual dos dois valores é o mais provdvel, usar-se-4 uma amostra
de 25 teares. Defina:

(@) Uma hipotese a ser testada.
(b) Uma regra de decis@o e encontre as probabilidades dos erros de tipo | e 11.

12.3 Procedimento Geral do Teste de Hipéteses

A construcdo de um teste de hipdteses, para um pardmetro populacional, pode ser
colocada do seguinte modo. Existe uma variavel X associada a dada populacdo e tem-se
uma hipotese sobre determinado pardmetro 6 dessa populacdo. Por exemplo, afirmamos
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que o verdadeiro valor de 6 é 6,. Colhe-se uma amostra aleatoria de elementos dessa
populacdo, e com ela deseja-se comprovar ou nédo tal hipdtese.

Como ja vimos anteriormente, iniciamos nossa andlise explicitando claramente qual
a hipotese gue estamos colocando a prova e a chamamos de hipétese nula, e escrevemos

H,: 6= 6,

Em seguida, convém explicitar também a hipdtese que sera considerada aceitavel,
caso H, seja rejeitada. A essa hipotese chamamos de hipétese alternativa, e a sua
caracterizacao estatistica ira depender do grau de conhecimento que se tem do proble-
ma estudado. A alternativa mais geral seria

H :0+80,
Poderiamos, ainda, ter alternativas da forma
H :6<6, ou H :6>¢,
dependendo das informagdes que o problema traz.

Qualquer que seja a decisdo tomada, vimos gque estamos sujeitos a cometer erros.
Para facilitar a linguagem, introduzimos as definices:

Erro de tipo I: rejeitar a hipdtese nula quando essa é verdadeira. Chamamos de o a
probabilidade de cometer esse erro, isto &,

o = P(erro do tipo I) = P(rejeitar H |H, é verdadeira).

Erro de tipo Il: ndo rejeitar H, quando H, € falsa. A probabilidade de cometer esse
erro é denotada por B, logo

B = P(erro do tipo Il) = P(n&o rejeitar H |H, €é falsa).

O objetivo do teste de hipoteses é dizer, usando uma estatistica 6, se a hipdtese
H, € ou ndo aceitavel. Operacionalmente, essa decisdo € tomada através da conside-
racdo de uma regido critica RC. Caso o valor observado da estatistica pertenca a essa
regiao, rejeitamos H; caso contrario, ndo rejeitamos H,. Esta regido é construida de
modo que P(6 € RCIH, é verdadeira) seja igual a o, fixado a priori. RC recebe 0
nome de regido critica ou regido de rejeicao do teste. Um fato importante a ressaltar
€ que a regido critica € sempre construida sob a hipGtese de H, ser verdadeira. A
determinagdo do valor de B ja é mais dificil, pois usualmente ndo especificamos
valores fixos para o pardmetro sob a hipdtese alternativa. Mais adiante trataremos
dessa situacdo, ao considerarmos o poder de um teste.

A probabilidade o de se cometer um erro de tipo | (ou de primeira espécie) é um
valor arbitrario e recebe 0 nome de nivel de significancia do teste. O resultado da amos-
tra é tanto mais significante para rejeitar H, quanto menor for esse nivel o. Ou sgja, quanto
menor for o, menor é a probabilidade de se obter uma amostra com estatistica pertencen-
te a regido critica, sendo pouco verossimil a obtencdo de uma amostra da populacao
para a qual H, seja verdadeira. Usualmente, o valor de « € fixado em 5%, 1% ou 0,1%.
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A fixacdo do valor de « envolve uma questionavel arbitrariedade. Neste sentido ha
um modo alternativo de se proceder, que serd considerado na secdo 12.8.

12.4 Passos para a Construgdo de um Teste de Hipéteses

Vimos nas secdes anteriores o procedimento que se deve usar para realizar um
teste de hipdteses. Daremos abaixo uma sequiéncia que pode ser usada sistematica-
mente para qualquer teste de hipoteses.

Passo 1. Fixe qual a hipotese H, a ser testada e qual a hipotese alternativa H,.

Passo 2. Use a teoria estatistica e as informagfes disponiveis para decidir qual
estatistica (estimador) sera usada para testar a hipotese H,. Obter as propriedades
dessa estatistica (distribuicdo, média, desvio padréo).

Passo 3. Fixe a probabilidade o de cometer o erro de tipo | e use este valor para

construir a regido critica (regra de decisdo). Lembre que essa regido é construida para
a estatistica definida no passo 2, usando os valores do parametro hipotetizados por H,.

Passo 4. Use as observacGes da amostra para calcular o valor da estatistica do teste.

Passo 5. Se o valor da estatistica calculado com os dados da amostra ndo pertencer a
regido critica, ndo rejeite H; caso contrario, rejeite H,.

Procuraremos, sempre que fizermos teste de hipdteses, distinguir bem esses cinco
passos. Finalmente um comentario sobre H, e o erro de tipo I. Devemos tomar como H,
aquela hipotese, que, rejeitada, conduza a um erro de tipo | mais importante de evitar.
Vejamos um exemplo devido a Neyman (1978). Suponha um experimento para se deter-
minar se um produto A é ou ndo cancerigeno. Apds realizado o teste, podemos concluir:
(i) A é cancerigeno ou (ii) A ndo é cancerigeno. Cada uma dessas conclusfes pode estar
errada e temos os dois tipos de erro ja mencionados, dependendo de qual hipétese seja
H,. Do ponto de vista do usuario do produto, a hipGtese a ser testada deve ser

H, : A é cancerigeno,

pois a probabilidade de erro na rejeicdo dessa hipdtese, se ela for verdadeira, deve ser
um valor muito pequeno. Outros exemplos estdo contidos no Problema 3.

12.5 Testes sobre a Média de uma Populagéo com Variéncia
Conhecida

Vejamos, agora, uma aplicacdo dos cinco passos definidos na secdo anterior, para
testar a hipdtese de que a média de uma populacéo u seja igual a um nimero fixado y,,
supondo-se a variancia o? dessa populagdo conhecida.

Exemplo 12.2. Uma maquina automatica para encher pacotes de café enche-os segundo
uma distribuicdo normal, com média u e variancia sempre igual a 400 g% A maquina foi
regulada para u = 500 g. Desejamos, periodicamente, colher uma amostra de 16 pacotes e
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verificar se a producdo esta sob controle, isto é, se ¢ = 500 g ou ndo. Se uma dessas amostras
apresentasse uma média X = 492 g, vocé pararia ou ndo a producgdo para regular a maquina?

Vejamos como testar essa hipotese.

Passo 1. Indiquemos por X 0 peso de cada pacote; entdo, X ~ N(u, 400). E as hipoteses
que nos interessam sao:

H, : u =500 g,
H, . u # 500 g,
pois a maquina pode desregular para mais ou para menos.

Passo 2. Pela afirmagdo do problema, o® = 400 serd sempre a mesma; logo, para todo g,
a média X de 16 pacotes tera distribuicdo N(u, 400/16), de modo que o desvio padrdo
(ou erro padrdo) de X € o, = 5. Em particular, se H, for verdadeira, X ~ N(500,25).

Passo 3. Vamos fixar o« = 1%; pela hipétese alternativa, vemos que H, deve ser rejeita-
da quando X for muito pequena ou muito grande (dizemos que temos um teste bilate-
ral). Portanto, nossa regido critica serd como a da Figura 12.5.

Figura 12.5: Regido critica para o teste H 2 1=500vs H, : 1t # 500 do Exemplo 12.2.

0/2=0,5% o2 =0,5%

I
<
[}
(@]
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Da tabela da curva normal padronizada obtemos que
z, = -2,58 = (X, - 500)/5 = X, = 487,1,
z, =258 = (X, - 500)/5 = X, =5129.
Segue-se que a regido critica é
RC={X € IR|X < 487,1 ou X = 512,9}.
Passo 4. A informagdo pertinente da amostra € sua média, que nesse caso particular € X, = 492.

Passo 5. Como X, ndo pertence a regido critica, nossa conclusdo sera néo rejeitar H,.
Ou seja, o desvio da média da amostra para a média proposta por H, pode ser conside-
rado como devido apenas ao sorteio aleatorio dos pacotes.

A situacdo analisada ndo é muito realista: conhecer a variancia da populacdo. O
caso mais geral, de média e variancia desconhecidas, sera tratado na secdo 12.10.
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6. Sabe-se que o consumo mensal per capita de um determinado produto tem distribuicéo
normal, com desvio padréo 2 kg. A diretoria de uma firma que fabrica esse produto resol-
veu que retiraria o produto da linha de producéo se a média de consumo per capita fosse
menor que 8 kg. Caso contrdrio, continuaria a fabricd-lo. Foi realizada uma
pesquisa de mercado, ftomando-se uma amostra de 25 individuos, e verificou-se que

izil X, =180 kg, onde X; representa o consumo mensal do i-ésimo individuo da amostra.

(a) Construa um teste de hipétese adequado, utilizando o=0,05, e com base na amostra
colhida determine a decisdo a ser tomada pela diretoria.

(b) Qual a probabilidade 8 de se tomar uma decisdo errada se, na realidade, a média
populacional for u=7,8 kg?

(c) Se a diretoria tivesse fixado =0,01, a decisdo seria a mesma? (Justifique sua resposta.)

(d) Se o desvio da populacao fosse 4 kg, qual seria a deciséo, com a=0,052 (Justifique
sua resposta.)

7. A associacéo dos proprietarios de indUstrias metalUrgicas estd muito preocupada com o
tempo perdido com acidentes de trabalho, cuja média, nos Gltimos tempos, tem sido da
ordem de 60 horas/homem por ano e desvio padrdo de 20 horas/homem. Tentou-se um
programa de prevencéo de acidentes, apds o qual foi tomada uma amostra de nove
indUstrias e medido o nimero de horas/homens perdidas por acidente, que foi de 50 horas.
Voceé diria, no nivel de 5%, que hd evidéncia de melhoria?

8. O saldrio médio dos empregados das indUstrias sidertrgicas de um pafs é de 2,5 salérios
minimos, com um desvio padrdo de 0,5 saldrios minimos. Uma indUstria é escolhida ao
acaso e desta é escolhida uma amostra de 49 empregados, resultando um saldrio médio de
2,3 saldrios minimos. Podemos afirmar que esta indUstria paga saldrios inferiores & média
nacional, com o nivel de 5%2

9. Uma companhia de cigarros anuncia que o indice médio de nicotina dos cigarros que
fabrica apresenta-se abaixo de 23 mg por cigarro. Um laboratério realiza 6 andlises
desse indice, obtendo: 27, 24, 21, 25, 26, 22. Sabe-se que o indice de nicotina se distribui
normalmente, com variéncia igual a 4,86 mg?. Pode-se aceitar, no nivel de 10%, a
afirmacéo do fabricante?

12.6 Teste para Proporcdo
Vamos usar 0s passos descritos na secdo 12.4 para mostrar a construcdo do teste
para proporgdes.

Passo 1. Temos uma populacdo e uma hipdtese sobre a propor¢do p de individuos por-
tadores de certa caracteristica. Esta hipdtese afirma que essa proporcdo é igual a certo
valor p,. Entdo,

Ho:p:po.

O problema fornece informacdes sobre a alternativa, que pode ter uma das trés
formas abaixo:
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(i) H,:p # p, (teste bilateral);

(i) H, : p > p, (teste unilateral a direita); e

(iii) H, . p < p, (teste unilateral a esquerda).

Passo 2. Como vimos na se¢do 10.9, a estatistica p, a proporcdo amostral, tem uma
distribuicdo aproximadamente normal, a saber,

o r(p B9

Passo 3. Fixado um valor de ¢, devemos construir a regido critica para p, sob a suposi-
¢do de que o parametro definido por H; seja o verdadeiro. Ou seja, podemos escrever

5~ N(DO, Pyl - po)>,

e, conseqlentemente, teremos a regido critica da Figura 12.6, supondo a alternativa (i)
acima; sendo que d = Z(1- «/2) \/po(l - p,)/n e Z(p) é o p-quantil da normal padréo.

O quarto e quinto passos irdo depender da amostra, e 0 procedimento esta descrito
no exemplo seguinte.

Figura 12.6: Regido critica para o teste H,: p=p,vs H, :p # p,.

>y

po—d Py py+d

Exemplo 12.3. Uma estacdo de televisdo afirma que 60% dos televisores estavam
ligados no seu programa especial da Gltima segunda-feira. Uma rede competidora
deseja contestar essa afirmacdo e decide usar uma amostra de 200 familias para um
teste. Qual deve ser o procedimento adotado para avaliar a veracidade da afirmacdo da
estacdo? No passo 4 a seguir daremos o resultado da amostra, pois é importante ficar
claro que esse resultado ndo deve influenciar a escolha da alternativa.

Passo 1. Vamos colocar a prova a afirmagdo da estacdo, isto é,
H,: p =0,60.

Sabemos que, se essa hipdtese ndo for verdadeira, espera-se uma propor¢do menor,
nunca maior. A estacdo divulgaria 0 maximo possivel. Isso nos leva a hipdtese alternativa

H, :p < 0,60.
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Passo 2. A estatistica a ser usada é p, a proporcao de 200 familias que assistiram ao
programa na Ultima segunda-feira, e da teoria sabemos que

Passo 3. Fixaremos o« = 0,05 e sob a suposi¢do que H, seja verdadeira,
p ~ N(0,60, 0,24/200),
0 que ira fornecer a regido critica (veja a Figura 12.7)
RC = {p € IR|p < 0,544}.

Figura 12.7: Regido critica para o feste H,: p=0,60 vs H, : p < 0,60 do
Exemplo 12.3.

o=5%

0,544

o>

De fato, devemos achar o valor f, tal que P(p < ) = 0,05, e usando a aproxima-
¢do normal acima, teremos

p. — 0,60 )
Plz< 2" |=0,05
( \0,24/200
0 que implica
PR -080 _ 4 445,
70,24/200

o valor -1,645 sendo obtido da normal padronizada. Segue-se que . = 0,544,
correspondendo a regido critica acima.

Passo 4. Admitamos que, da pesquisa feita com as 200 familias, obtivemos 104 pessoas
gue estavam assistindo ao programa. A proporcdo da amostra sera p = 104/200 = 0,52.

Passo 5. Do resultado do passo anterior, vemos que 0,52 € RC; portanto, somos leva-
dos a rejeitar H,. Isto é, ha evidéncias que a audiéncia do programa de segunda-feira
ndo foi de 60% e sim inferior a esse nimero.
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10. Uma pessoa gaba-se de adivinhar qual seré o resultado do lance de uma moeda, mas é
preciso que os presentes ndo o perturbem com pensamentos duvidosos. Para testar tal
capacidade, lancou-se uma moeda perfeita 6 vezes, e o adivinhador acertou 5. Qual
seria sua conclus@o?

11. O consumidor de um certo produto acusou o fabricante, dizendo que mais de 20% das
unidades fabricadas apresentam defeito. Para confirmar sua acusacéo, ele usou uma
amostra de tamanho 50, onde 27% das pecas eram defeituosas. Mostre como o fabrican-
te poderia refutar a acusacdo. Utilize um nivel de significancia de 10%.

12. Um fabricante garante que 90% dos equipamentos que fornece a uma fébrica estdo de
acordo com as especificacées exigidas. O exame de uma amostra de 200 pecas desse equi-
pamento revelou 25 defeituosas. Teste a afirmativa do fabricante, nos niveis de 5% e 1%.

13. Os produtores de um programa de televiséo pretendem modific-lo se for assistido regular-
mente por menos de um quarto dos possuidores de felevisdo. Uma pesquisa encomendada
a uma empresa especializada mostrou que, de 400 familias entrevistadas, 80 assistem ao
programa regularmente. Com base nos dados, qual deve ser a deciséo dos produtores?

12.7 Poder de um Teste

Vimos que, na construcdo de um teste de hipdteses, procuramos controlar o erro
de tipo I, fixando sua probabilidade de ocorréncia, «, e construindo a regido critica de
modo que P(RCIH, verdadeira) = o.. Ou seja, admitindo que H, seja verdadeira, estamos
admitindo conhecido(s) o(s) parametro(s) que define(m) a distribuicdo da estatistica
usada no teste.

Por outro lado, a probabilidade do erro do tipo Il, na maioria dos casos, ndo pode
ser calculada, pois a hip6tese alternativa usualmente especifica um conjunto de valo-
res para o parametro. Voltemos ao exemplo da secdo anterior.

Exemplo 12.2. (continuacéo) No exemplo da maquina de encher pacotes de café, a v.a. X,
que descrevia o peso de cada pacote, tinha uma distribuicdo normal com média u e variancia
400, de modo que a média amostral X ~ N(500, 25), sob a hip6tese H,. Esse fato foi
utilizado para determinar a regido critica RC = {X € /R | X < 487,1 ou X > 512,9} e nossa
regra de decisdo para verificar se a maquina estava ou ndo produzindo sob controle foi:

Se X € RA, a maquina esta sob controle; se X & RC, nao esta,
onde RA é a regido de aceitagcdo do teste, isto €, o complementar de RC em relacédo a
IR e, portanto, dada no nosso caso por RA = {X € IR1487,1 < X < 512,9}.

A probabilidade 3 do erro de tipo 1l ndo pode ser calculada, a menos que se especifique um
valor alternativo para . Segue-se que a funcdo caracteristica de operacdo do teste é dada por

B(u) = P (aceitar H |u) = P(X € RA|u)

= P(487,1 < X < 512,9) |u).
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Por exemplo, se a maquina se desregular para u = 505, teremos
B(505) = P(X € RA|u = 505) = P(-3,58 < Z < 1,58) = 94,28%,

usando o fato que agora X ~ N(505, 25). Lembre-se de que supomos que o = 400, sempre!

Para qualquer outro valor do pardmetro u podemos encontrar o respectivo valor de
B, para a regra de decisdo adotada. No Quadro 12.4 temos as decisGes que podemos
tomar e suas respectivas implicacdes.

Quadro 12.4: Decisdes possiveis para o teste H, : y1 = 500 versus H, : uu # 500

Decisao

Valor real do pardmetro

H,: it =500

H,: u # 500

a maquina esta
sob controle: 1 = 500

P(RA | H) = 0,99

P(RA|H)=p
depende de valor
alternativo de i

a maquina nao esta
sob controle: u # 500

P(RC | H,) = 0,01

P(RC | H)=1-p
depende de valor
alternativo de i

Observe, por exemplo, que 1 — B(500) = P(rejeitar H |u = 500) = o = 0,01.
A quantidade 1 — B(u) é usualmente chamada de poder ou poténcia do teste, e é a
probabilidade de rejeitar a hipotese H , dado um valor qualquer de u, especificado ou
ndo pela hipotese alternativa, e sera denotado por m(u). No nosso exemplo,

m(u) = P(rejeitar H lpu) = P(X < 487,1 ou X > 512,9 |u).

Na Tabela 12.1 temos alguns valores de B(u) e de m(u), para diferentes valores de
u, e na Figura 12.8 a representacdo grafica da determinacdo dessa probabilidade. Ob-
serve que quanto maior for a distancia entre o valor fixado em H (u = 500) e o valor
atribuido para a hipétese alternativa, maior sera a probabilidade de tomar a decisdo
correta. Na Figura 12.9 temos o grafico de m(u) para os valores de u da Tabela 12.1.

Tabela 12.1: Valores de (u) e 7(u), usando a regra de deciséio RC = {x € IR |x < 487,1 ou X = 512,9}

Verdadeiro valor de 1 () (om %) () (om %)

A esquerda de 500 A direita de 500 T iem Alu) lem %
500 500 10 99,0
498 502 17 98,3
495 505 57 94,3
492 508 16,4 83,6
490 510 28,1 71,9
487 513 490 51,0
485 515 66,3 34,7
480 520 92,1 79
475 525 99,2 0.8
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Figura 12.8: Determinagéio do poder para
o teste do Exemplo 12.2.
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As seguintes propriedades de m(u) sdo facilmente verificadas:

(i) m(=o0) = m(+e) = 1;

(i) =(500) = «;

(iii) 7 decresce para u < 500 (isto €, dz/du < 0 para u < 500) e & cresce para u > 500
(isto é, dm/du > 0, para u > 500).
Vemos que m(u) indica a probabilidade de uma decisdo correta, para as diversas

alternativas do par@metro e pode ser usada para decidir entre dois testes para uma
mesma hipotese.

Exemplo 12.4. Se, no Exemplo 12.2, a amostra colhida fosse de 100 pacotes em vez de
16, e mantivéssemos o mesmo nivel de significancia o = 1%, a nova regido critica seria

RC={Kx € IR |X <4948 ou x = 505,2}.

Construindo a fungéo poder para esse teste, obtemos a curva tracejada na Figura 12.9.
Verifique essas afirmacdes.

Observando as duas curvas na Figura 12.9, notamos que para todos os valores sob a
hip6tese alternativa, a probabilidade de uma decisdo correta é maior para amostras de
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tamanho 100 do que de tamanho 16. Dizemos, nesse caso, que o teste baseado em
amostras de tamanho 100 é mais poderoso do que o teste baseado em amostras de tama-
nho 16. Esse fato esta de acordo com a intuicdo de que um teste com amostras maiores
deve levar a melhores resultados.

De modo geral, se quisermos testar
H,: 6=6,
H :60+6,
e determinada a RC do teste, baseada na estatistica 6, podemos dar a seguinte defi-
nicdo geral.

Definicdo. A fungdo poder (ou poténcia) do teste de H, contra H, é definida por
n(6) = P(6 € RC|H),

ou seja, é a probabilidade de rejeitar a hipotese nula, como funcéo de 6.

O gréfico dessa funcéo é semelhante aqueles da Figura 12.9, e 7(0) tem as proprie-
dades (i)—(iii) acima, substituindo 500 por 6,.

Se tivermos hipdteses alternativas unilaterais, da forma H,: 6 < 6, 0uH,: 6 > 6,
obteremos os graficos da Figura 12.10.

Figura 12.10: Curvas de poder para dlternativas unilaterais.

7(0) 4 (0)4

8, 0 8, 0

H, :0>86, H,:6<6,

Nos exemplos anteriores fixamos o tamanho da amostra, n, e o nivel de significancia, o
Suponha que queiramos determinar o tamanho da amostra e os limites da RC, para
alcangarmos dado poder para determinado valor do pardmetro. No Exemplo 12.2 po-
deriamos, por exemplo, fixar 7(510) = 0,80 e n(500) = 0,05 (o nivel de significancia).
Dados esses valores, podemos determinar n e a RC. Veja o Problema 33.
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14. Suponha que estejamos testando H,: p=0,5 contra H, 1 p # 0,5, e que, para uma amostra
de tamanho n =10, decidimos pela regido critica RC={0, 1, 2, 8, 9, 10}.

(a) Determine o nivel de significéncia .

(b) Calcule o poder do teste para p=0,2,0,4,0,6, 0,8. Faca um gréfico do poder como
funcéo de p.
(c) Qual o poder do teste para p=0,52

15. Sendo X o custo de manutencédo de um tear, sabe-se que X ~ N(u, 400). Para testar a
hipétese H, - u =200, contra a alternativa H, : i > 200, serd usada uma amostra de
25 teares.

(a) Fixando-se az=5%, encontre a correspondente RC.
(b) Atribuindo-se valores arbitrérios para u, esboce a funcdo poder do feste.
(c) Para que valores de tt o poder serd maior do que 50%2

12.8 Valor-p

O método de construgdo de um teste de hipdteses, descrito nas seces anteriores,
parte da fixacdo do nivel de significancia o. Pode-se argumentar que esse procedi-
mento pode levar a rejeicdo da hipdtese nula para um valor de o e a ndo-rejei¢do para
um valor menor. Outra maneira de proceder consiste em apresentar a probabilidade de
significancia ou nivel descritivo ou ainda valor-p do teste. Os passos sdao0 muito pare-
cidos aos ja apresentados; a principal diferenca e