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Estimagao pontual

Tabela 1: Encontrar o valor do parametro dos modelos de probabilidade.

Seja x4, . . . , Xm 0S valores observados de uma varidvel quantitativa X em uma amostra, entdo:
Amostra Distribuicéo | Parametros | Estimador
X{, .o Xm Upli, K] j J=min{xy, %, ..., xm}
fX)= —, x=4j,...,k k k= max{xy, %3, ..., xm}
k—j+1
. X X{+Xo+ -+ Xm
Xy5 ooy Xm b(n, p) P p=-=
n n-m
f(x) = (;)px (1 =p)"X, x=0,1,...,n n conhecido
X{+ x4+ X
X{y .o Xm Bernoulli(p) p pox— 172 m
m
) =p -(1—-p' %, x=0,1
N X{ + X+ X
X{y .o\ Xm Poison(\) A Aox= 1172 m
m
e~ AAX
fx) = ——, x=0,1,2,3,---
x!
Xiso s Xm Ula, b] a a=min{xq,Xp, ..., Xm}
1 R
f(x) = , X € [a, b] b b = max{xq,Xo, . .., Xm}
1 m
Xiso s Xm Exponencial( ) « &= - =
X Xy +Xo 4+ -+ Xm
f(x) = avexp(—ax), x>0
Xy + X+ -+ X
Xiy oo\ Xm Normal(, o2) w, o2 p=T27T " 7m
m,
o =P+l — P+t m = )2
f(x) = &° =
m—1
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Estimagao pontual

Exemplo — Bernoulli

Um pesquisador esta interessado em estudar a prevaléncia de um certa patologia. Para isso, ele
coletou uma amostra em trés etapas:

@ Na primeira etapa, ele coletou 5 pacientes e dois estavam infectados;

@ Na segunda etapa, ele coletou 8 pacientes e 4 estavam infectados;

© Na terceira etapa, ele coletou 10 pacientes e 3 estavam infectados.
Qual a prevaléncia desta patologia na populagdo?

Solugao: Nesse caso, temos que
@ Sucesso: o paciente estar infectado;
@ Probabilidade de sucesso: é a prevaléncia e precisamos estimar.

Neste caso, temos uma variavel aleatéria com Distribuigdo Bernoulli. O tamanho final da amostra
én=5+8+ 10 = 23 e nimero de sucessos foi 2 + 4 + 3 = 9, entao a prevaléncia é
aproximada por

o 9
= — =0,39.
p 23 k)
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Exemplo — Exponencial

Um profissional de satide acompanhou 15 pacientes com certa patologia em estado avancado e observou o tempo em dias até o ébito obtendo os valores
da tabela 2.

Tempo até o 6bito ‘ 80 327 95 146 3 82 4 1152 226 173

Tabela 2: Tempo (em dias) até dbito.

Qual 0 modelo de probabilidade adequado neste contexto? Qual o parametro da distribuigdo que vocé escolheu? Qual um paciente em estado critico com
esta patologia viver mais de 180 dias?

Solugdo: O tempo até um evento (o 6bito nesse caso) € modelado usando a distribuicdo exponencial. O tempo médio até o 6bito é

80 + 327 + 95 + 146 + 3 + 82 + 4 + 1152 4 226 + 173

X = = 228,8,
10

1 1
e a taxa do modelo exponencial é aproximada por & = — = —— = 0, 004.

X 228, 8
A probabilidade de um paciente em estado critico sobreviver mais de 180 dias &

P(X > 180) = 1 — P(X < 180)
=1 (1 — exp(—0.004 - 180))

exp(—0, 004 - 180)
=0,49.
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Estimacao intervalar — populagao com distribuicao normal e o2 conhecida

Organizacao dos intervalos de confianca

@ Distribuicao normal:

@ Intervalo de confianga para média quando variancia é conhecida (intervalos Z2);
@ Intervalo de confianga para média quando variancia é desconhecida (intervalos t);
@ Intervalo de confianga para variancia;

@ Distribuigao exponencial:

@ Intervalo de confianga para o tempo médio de vida ou duragéo;

@ Grandes amostras (tamanho da amostra > 40):

@ Intervalo de confianga para proporgéo para distribuicao Bernoulli;
@ Intervalo de confianga para outras distribui¢des.
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Estimacao intervalar — populagao com distribuicao normal e o2 conhecida

Estimacao intervalar para média p
Distribuicdo normal com o2 conhecida

Objetivo

Agora queremos encontrar um intervalo de valores plausiveis para o parametro u, ou seja, queremos encontrar
ae btalque a < p < bcom uma medida de precaugdo ou prudéncia ~, ou seja, se repetirmos o experimento
ou a amostragem, 95% das amostras produziriam um intervalo que contém o parametro.

Chamamos (a, b) de intervalo de confianga e acreditamos que este intervalo esta correto com uma medida de
precaugdo ou prudéncia ~v. Chamamos ~ de coeficiente de confianga.

Suponha que vocé conhece o desvio padréo o populacional da variavel aleatéria continua X com distribuigdo
normal. Seja x4, . . ., X, uma amostra de tamanho n da varidvel X, entao o intervalo de confianga para a média
populacional ©« com coeficiente de confianga v = 1 — « é dado por

o _ o
1C(; ) = <—z17%ﬁ +X;Z17%ﬁ +x>

em que ¢(z17%) = WT“ =1 — $. Algumas vezes, usamos a notagéo X + Z_g %
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Estimacao intervalar — populagao com distribuicao normal e o2 conhecida

Interpretacdo do coeficiente de confianca

Gostariamos de reforgar que o intervalo de confianga é um processo de generalizagéo de uma
amostra para toda populagao. Existe uma possibilidade dessa generalizagao estar errada como

ilustrado na Tabela 3.

Tabela 3: Intervalos de confianga e amostras de uma populagdo com distribuicdo normal com média

populacional 1+ = 1,75 e desvio padrao o = 0, 1.

n Amostra a b a< p<b?
Amostra 1 2,050 1,909 1,893 1,858 1,651 1,785 1,960 Nao
1,75 Amostra 2 1,667 1,909 1,958 1,771 2,028 1,779 1,954 Nao
Amostra 3 1,835 1,905 1,995 1,805 1,820 1,784 1,960 Nzo
o Amostra 4 1,824 1,870 1,965 1,637 1,711 1,714 1,889 Sim
01 Amostra 5 1,773 1,796 1,895 1,872 1,812 1,742 1,917 Sim
! Amostra 6 1,741 1,885 1,896 1,629 1,664 1,675 1,851 Sim

Na Tabela 3, o intervalo de confianga com coeficiente de confianga v = 0,95 pode ou nao conter

a média populacional. O importante é que 95% dos intervalos de confianga vao conter a média
populacional ja que v = 0,95. Ou seja, de 100 intervalos de confiangas de distintas amostras,
aproximadamente 95 intervalos vao conter a média populacional. llustramos esta ideia na

Figura 1.
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Interpretacao do coeficiente de confianca

Figura 1: Interpretagao do coeficiente de confianga.
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Estimacao intervalar — populagao com distribuicao normal e o2 conhecida

Exemplo

Suponha que os comprimentos de jacarés de um certa raga tenham variancia ¢ = 0, 01m?. Uma amostra de
dez animais foi coletada e forneceu uma média de 1, 69m. Construa um intervalo de confianga com coeficiente
de confianga v = 0, 95. Construa um intervalo de confianga para a média da populagédo de jacarés com

coeficiente de confianga v = 99%.

Solugao:
@ Para v = 95%. Primeiramente precisamos encontrar Zi_g,0U seja, ¢(z1_%) =1- 9 =0,975.

Logo z;_ g = 1,96. Entao, o intervalo de confianga para a altura média do jacaré é

[0, 01 [0, 01
1C(, 95%) = (1,96~ o 169196 /= +1,69)_(1,63;1,75).

Ou seja, com coeficiente de confianga 95%, a altura média do jacaré esta entre 1,63me 1, 75m.
1
@ Para v = 99%. Primeiramente precisamos encontrar z; —g,ou seja, d(zy_ %) = _; LA 0,995¢e

o = 2,58. Entdo, o intervalo de confianga para a altura média do jacaré é

[0, 01 [0, 01
1C(, 95%) = (—2,58< o T 169258/ +1,69>_(1,60;1,77).

Ou seja, com coeficiente de confianga 99%, a altura média do jacaré esté entre 1,60me 1,77m.

z_
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Estimacao intervalar — populagao com distribuicao normal e o2 conhecida Tamanho da amostra

Escolha do tamanho da amostra

Precisao da estimativa

_ ) _ , ) Hoqoe
Quando usamos x = w para aproximar p, 0 erro E = [X — p| € menor ou igual a TE
coeficiente de confianga v = 100(1 — a)%.conforme ilustrado na Figura 2.

com

Figura 2: Erro quando usamos X para aproximar p

E=ero=|p — X|
—

@ @
Zi_ao
2

I:)"(fT = —

B )

Zi_ao

H-gc L . 1-97 .
Note que Tﬁ aumenta quando aumentamos ~ (ou diminuimos «). Dizemos que Tﬁ € a precisao da

estimativa de p. )

Tamanho da amostra

Quando conhecemos o desvio padrao o da populacéo de distribuicdo normal e fixamos v = 1 — «, entéo, para
ter um erro maximo de E ao aproximar p por X, o tamanho da amostra precisa ter no minimo

)]

em que [x] é “x é o primeiro inteiro depois de x” e E é o erro maximo toleravel especificado pelo pesquisador.

Gilberto Sassi (IME — UFBA) Estimacao

10/41



Estimacao intervalar — populagao com distribuicao normal e o2 conhecida Tamanho da amostra

Escolha do tamanho da amostra

Exemplo

Uma fébrica de automéveis tem uma linha de produgéo que produz pistdes com diametro que tem
distribuicdo normal com desvio padrao ¢ = 3cm. Qual o tamanho da amostra para termos um
erro maximo de 0.5cm com coeficiente de confianga v = 99% ao aproximarmos p?

Solugao
Primeiro encontramos o quantil da distribuigdo normal d>(z1_%) = ”T"’ =1-3 =0,995,0u
seja, Zi_g = 2,58, entao
21,%0' 2
n=
(%¢°)

1 /2,58-3\?

B 1

= 240.
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Estimagéo intervalar — populag@o com distribuicao normal e o2 conhecida Intervalo unilateral de confianca para

Intervalo unilateral de confianca para p
Distribuicao normal com 2 conhecida

Seja x4, ..., Xp uma amostra aleatéria de uma variavel aleatéria continua com distribuicao normal
com média p e variancia conhecida o2.

Limite superior de confianca
Ao nivel de significancia v = (1 — «)100%, o limite superior de confianga para média é dada por

— g
<X+ zi_q—F,
pn< X+ 2z v
emque ®(zi_,)=1—qa.
Limite inferior de confianca
Ao nivel de significancia v = (1 — «)100%, o limite inferior de confianga para média é dada por
— g
X+ zZo— < p,
+ 7n = 1%
emque ¢ (z,) = .
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Estimagéo intervalar — populag@o com distribuicao normal e o2 conhecida Intervalo unilateral de confianca para

Intervalo unilateral de confianca para p

Exemplo

Um engenheiro civil estd analisando a forga compressiva de um concreto. De estudos anteriores, a forga
compressiva é normalmente distribuida com variancia o = 1000(psi)?. Uma amostra com 12 espécimes tem
média X = 3250psi. Ache um limite inferior para a forga compressiva com coeficiente de confianca v = 99%.

Solugao

Primeiro precisamos achar o quantil da distribuicdo normal  (z,) = a = 0, 01. Usando a tabela da
distribuicao normal, temos que z, = —2, 33, e o intervalo unilateral para ;. com coeficiente de confianga
v = 99% é dado por:

e = (3 + 20 i)

ﬁ
v/ 1000
= [ 3250 — 2,33 - H
( viz
= (3228, 73; c0)

Ou seja, com coeficiente de confianca de 99%, a média populacional da forga compressiva € no minimo
3228, 73psi.
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Estimagao intervalar — populacéo com distribuicao normal e o2 desconhecida

Estimacao intervalar para média p
Distribuicdo normal com o2 desconhecida

Suponha que vocé sabe que a variavel continua X com distribuigdo normal e ndo conhecemos o
desvio padrao o. Seja x1, . . ., X, uma amostra de tamanho n da variavel X com média

12 12
X = M g varigncia amostral s2 = % entdo a distribuicdo amostral de
7_ X=mvn
s

segue um modelo probabilidade que chamamos t-Student com k = n — 1 graus de liberdade, em
que a fungao densidade é dada por

)

f(x) = . x e R.

"EYE (@) e)] T

k

A ideia é que, ao substituirmos o por s, precisamos considerar a incerteza de usar s ao invés de

o e valores mais afastados de p sé@o mais provaveis para T = W do que para W
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Estimagao intervalar — populacéo com distribuicao normal e o2 desconhecida

Estimacao intervalar para média p
Distribuicdo normal com 2 desconhecida

Figura 3: Distribui¢do t-Student e normal.

0.4

°
w

Graus de liberdade

— k=1
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— k= o« ou distribui¢do normal

Fungao densidade
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.
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Estimacao intervalar — populagao com distribuicdo normal e o2 desconhecida

Estimacao intervalar para média p
Distribuicdo normal com o2 desconhecida

Suponha gue vocé sabe que a variavel continua X com distribuicao
normal e ndo conhecemos o desvio padrao o. Seja xi, ..., X, uma
amostra de tamanho n da varidvel X com média x = %=-1% ¢

n
2 ~ . .
variancia s = =X+ 00=%)° "ant30 o intervalo de confianga com

coeficiente de conflanga =1 — « é dada por

_ S _ S
IC(u,v) = (X - t1—%;n—1 : ﬁ;x‘f’ t1—%;n—1 : ﬁ) )

em que P (t,H < t1,%;,,,1> =1- g, em que t,_1 € a distribuicao
t-Student com n — 1 graus de liberdade.
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Estimagao intervalar — populacéo com distribuicao normal e o2 desconhecida

Estimacao intervalar para média
Distribuicdo normal com o2 desconhecida

Exemplo

A forga de compressao de um concreto é normalmente distribuida e um engenheiro civil precisa encontrar um
intervalo de confianca para a for¢a de compressdo média e para isso coletou uma amostra com 12 espécimes
de concreto e obteve a seguinte amostra: 2216, 2237, 2249, 2204, 2225, 2301, 2281, 2263, 2318, 2255, 2275,
2295. Use o coeficiente de confianga v = 0.99.

4
Solugao
Primeiro calculamos o quantil da distribuigdo t-Student com n — 1 com graus de liberdade através de
P(th—1 < t1,%;,,,1) = P(t11 < fy,995:11) = 0,995, entdo fy 95,11 = 3, 106. A média e o desvio padrdo séo
dadas por
X = 2259,917 e s = 35, 56929.
E o intervalo de confianga com coeficiente de confianga v = 0.99 é
IC(,99%) = (7( — 1o,995;11 i; X + 1o,995;11 i)
35, 56929 35, 56929
= (2259,917 — 3,106 - ————;2259,917 4 3,106 - ’7)
( V12 V12

= (2228, 024; 2291, 809)
Ou seja, com coeficiente de confianga v = 99%, a média populacional da forga compressiva esta entre
2228, 024psi e 2291, 809psi. )
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Estimacao intervalar — populagao com distribuicdo normal e o2 desconhecida Intervalo unilateral de confianca para

Intervalo unilateral de confianca para p
Distribuicdo normal com 2 desconhecida
Seja xy, ..., Xn uma amostra aleatéria de uma variavel aleatéria continua com distribuicdo normal

Cq =R+t =%

com média u e varidncia desconhecida o2 e variancia amostral s? = T

Limite superior de confianga
Ao nivel de significancia v = (1 — «)100%, o limite superior de confianga para média é dada por

_ S
<X+ i1—a;n—1%7

emque P(th—1 < ti_a:n—1) =1 — a, em que t,_1 é uma variavel aleatdria com distribuicao
t-Student com n — 1 graus de liberdade.

Limite inferior de confianga
Ao nivel de significancia v = (1 — a)100%, o limite inferior de confianga para média é dada por
_ s
X — ta' 1—F= < )
:n—1 ﬁ S M

emque P (t,—1 < ty.n—1) = a, em que t,_1 € uma variavel aleatéria com distribuicao ¢-Student
com n — 1 graus de liberdade.

) = = = Ty
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Estimacao intervalar — populagao com distribuicdo normal e o2 desconhecida Intervalo unilateral de confianca para

Intervalo unilateral de confianca para p

Exemplo

Uma marca de margarina foi analisada para determinar o nivel (em porcentagem) de acido graxo poliinsaturado.
De estudos anteriores, os pesquisadores podem assumir a normalidade dos dados. Seis potes de margarina
desta marca foi coletada com os seguintes niveis (em porcentagem) de acido graxo poliinsaturado: 6,8; 17,2;
17,4;16,9; 16,5; 17,1. Encontre um limite inferior para a porcentagem média de &cido graxo poliinsaturado com
coeficiente de confianga v = 95%.

y
Solugao
A média e o desvio padréo sdo dados por
X =16,98 s=0,32,
e o quantil P(t,—1 < ta.n—1) = P(ts < ta;5) = 5% da distribuigdo t-Student k = n — 1 = 5, ou seja,
[0,05;5 = —27 015. Entao,
1C(11, 95%) = ()7 ot oo)
=175
0,32
= (16,98—2,015- . ;oo)
V6
= (16,71; c0).
Ou seja, com coeficiente de confianga v = 95%, a média populacional da porcentagem de &cido graxo
poliinsaturado nos potes de margarina é no minimo 16, 71. )
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Estimacéo intervalar para o2 para distribuicao normal

Estimacéo intervalar para o?
Distribuigao normal

Distribuicdo Qui-quadrado

Imagine que temos uma amostra xi,. .., X, de uma variavel aleatéria continua
X com distribuicdo normal com média . e variancia 2, e considere a
212 —Mz
variancia amostral s = X=X+ +0a=X)" Entzg g quantidade
n—1

»  (n—1)s?
X = e
tem distribuicao amostral que chamamos de qui-quadradocom k=n—-1 >0
graus de liberdade.

Funcgao densidade de probabilidade da distribuicdo qui-quadrado com k > 0
graus de liberdade:

p=keo?=2k.
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Estimacéo intervalar para o2 para distribuicao normal

Estimacé&o intervalar para o2
Distribuicao normal

Figura 4: Fungao de densidade.
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Estimacéo intervalar para o2 para distribuicao normal

Estimacéo intervalar para o?
Distribuigao normal

Suponha que vocé sabe que a variavel aleatoéria continua X com
distribuicao normal e nao conhecemos o desvio padrao o. Seja
Xi,..., X, Uma amostra de tamanho n da variavel X com média

X = Mkt g varidncia s2 = (X 00=X) entag o intervalo de
confianga para o2 com coeficiente de confiangca v = 1 — o € dada
por

(n—1)s? (n—1)s?
? n—1 , XQ%;I’)—1

IC(o?,7) =
- a

em que P (X?M = Xz%:"—1> =z°F (X%—1 = X%%’;m) =1-3
e

em que x2_, é a distribuicdo qui-quadrado com n — 1 graus d
liberdade.
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Estimacéo intervalar para o2 para distribuicao normal

Intervalo de confianca para o

Exemplo

Um rebite esta sendo construido para ser inserido em um buraco. Uma amostra aleatéria com n = 15 pegas é
selecionada, e o didmetros dos buracos foram medidos. O desvio padrdo amostral € dado por s = 0, 008ml/.

Construa o intervalo de confianga para o com coeficiente de confianga v = 99%. )
Solugao
Primeiro encontramos os quantis da distribuicdo qui-quadrado x2_; = x%s_; = X54-

e P (X$4 < XZ%;M) =g = 21 = 0,005 e X§ oo5,14 = 4, 075;

™|

© P (X <xG_gua) =1— 5 =1— %" = 0,995 € x5 o054 = 31,310,
Ent&o,
1C(c%; ) = <(n2_ 1)52; 7(,7; 1)32>
Xiogia  Xgoa
_ ((15 —1)0,008% (15 — 1)0, 0082)
31,319 ' 4,075

= (0, 00003; 0, 00022) .

Ou seja, com coeficiente de confianca v = 99%, entéo a variancia esta entre 0, 00003 e 0, 00022. )

23/41
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Estimacéo intervalar para o2 para distribuicao normal Intervalo unilateral de confianca para o2

Intervalo unilateral de confianca para o2

Seja xi1, . . . , X, uma amostra aleatéria de uma variavel aleatéria continua com distribuicdo normal com média
(g =04 4q —%)?

1, variancia desconhecida o2 e variancia amostral s? = —

Limite superior de confianca
Ao nivel de significancia v = (1 — «)100%, o limite superior de confianga para variancia é dada por
—1)s?
o? < (n )S

> 5
Xa;n—1

em que P (Xi1 < Xi;nq) = a, em que x2_, é uma variavel aleatéria com distribuigio qui-quadrado com
n — 1 graus de liberdade.

Limite inferior de confianga
Ao nivel de significancia v = (1 — a)100%, o limite inferior de confianga para média é dada por
n—1)s?
(-0 _ o
X1 —a;n—1

emque P (x2_; <xf_an 1) =1— a emquex’_, éuma variavel aleatéria com distribuicao qui-quadrado
com n — 1 graus de liberdade.

y
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Estimacéo intervalar para o2 para distribuicao normal Intervalo unilateral de confianca para o2

Intervalo unilateral de confianca para o

Exemplo

A porcentagem de titdnio numa liga de ago usada na construgao de naves aeroespaciais tem
distribuicao normal, e um engenheiro coletou 51 barras de ago com desvio padrdao amostral
s = 0,37. Construa um limite superior para o desvio padrao populacional da porcentagem de
titdnio numa liga de ago com coeficiente de confianga v = 95%.

Solugao
Primeiro encontramos o quantil, ou seja, P (X§_1 < Xi;n—1) =P (Xgo < X% 05;50> =0,05¢e
X3 0550 = 34, 764. Entéo, temos que
n—1)s?
IC(0%;7) = <0? (2)>
Xa;n—1
(o 50-0,372>
“ 7 34,764
= (0;0,197)
Ou seja, com coeficiente de confianga v = 95%, a variancia populacional da porcentagem de
titdnio na liga de ago é no méaximo 0, 197.
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Estimacao intervalar para p para distribuicao exponencial

Estimacao intervalar para u

Suponha que vocé sabe que a variavel continua X com
distribuicdo exponencial e ndo conhecemos a média . e taxa de
decaimento \ = % Seja Xy, ..., X, uma amostra de tamanho n da
variavel X com média x = X+ & possivel provar que a
distribuicao da quantidade Zini tem distribuicdo qui-quadrado
com 2n graus de liberdade. Entao, o intervalo de confianca para
p com coeficiente de confianga v = (1 — a)100, é dado por

2nx 2n)'(>
2 2 ’
Xi-g2n Xg2n

IC(1;v) = (

em que P (Xg,, < X%;m) =2%2eP (Xgn < X%‘T“;Zn> =1-%,emque
X3, tem distribuicao qui-quadrado com 2n graus de liberdade.
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Estimacao intervalar para p para distribuicao exponencial

Estimacgao intervalar para

Exemplo

Um fabricante de lampadas afirma que a duragéo média, pelo menos, 20000 horas. Um consumidor cético comprou 10 lampadas
e verificou o tempo de vida de cada lampada. Os dados obtidos foram: 4272,61; 1464,02; 9765,54; 3308,58; 3237,83; 987,60;

4094,58; 17491,86; 4908,06 e 9403,13. Com coeficiente de confianga v = 99%, este consumidor deve acreditar no fabricante de
lampadas? )

Solugao

Primeiro calculamos a média x = 5893, 381.
Em seguida, calculamos os quantis da distribuicao qui-quadrado:

2 2 _ 2 2 _ 001 . .2 _ .
e r (in X%;zn) =P <X20 < X'0,01 ,20> = 5 e X0,005:20 = /> 434
001,

IN

A

2 2 2 2 0,01 _ 2 —
e r (in < x1,%;2,,> =P (ng < xpw%) =1— =5~ =0,995e X§ gg95.00 = 39, 997.
o

Entao, o intervalo de confianga para p com coeficiente de confianga v = 99% é dada por

2nx 2nx
ClpN=—7—"" >
X0,995:20  X0,005;20

(2 -10-5893,381 210 - 5893, 381 )
B 39,997 ' 7,434
= (2.946, 91; 15855, 21)

Ou seja, com coeficiente de confianga v = 99%, o tempo médio de duragdo da lampada esta entre 2.946, 91 e 15855, 21 horas. )
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Estimacao intervalar para p para distribuicao exponencial Intervalo unilateral de confianca para

Intervalo unilateral de confianca para p
Distribuicao exponencial com média p e taxa de decaimento \ = %

Seja x1, . . ., X, uma amostra aleatéria de uma variavel aleatéria continua com distribuigdo exponencial com
. . 1 A - X{t+xn
média u e e taxa de decaimento \ = . € variancia amostral x = 1——.

Limite superior de confianca
Ao nivel de significancia v = (1 — «)100%, o limite superior de confianga para média é dada por
2nx

S =,
Xa;zn

graus de liberdade. )

em que P (xg,, < xi;zn) = a, em que x2, é uma variavel aleatéria com distribuicao qui-quadrado com 2n

Limite inferior de confianca

Ao nivel de significancia v = (1 — «)100%, o limite inferior de confianga para média é dada por
2nx

S K,

2
X1—o<;2n

em que P (xg,, < Xiagn) =1 — a, em que x3, é uma variavel aleatéria com distribuigdo qui-quadrado com
2n graus de liberdade.

’
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Estimacao intervalar para p para distribuicao exponencial Intervalo unilateral de confianca para

Intervalo unilateral de confianca para p
Distribuicao exponencial com média p e taxa de decaimento \ = %

Exemplo

Um fabricante afirma que o tempo de vida de um ventilador usado na montagem de computadores desktop
duram, em média, no minimo 10.000 horas (conforme especificagdes de um 6rgdo regulador). Este 6rgéo
regulador coletou 50 computadores do mercado e verificou quando tempo cada um dos ventiladores
aguentaram e obteve uma média de 1953,063 horas. Ao nivel de significancia v = 90%, o fabricante esta
cumprindo as especificagoes do regulador?

4
Solugao
Primeiro calculamos o quantil da distribuicao qui-quadrado, ou seja,
P(x3, < X220) = P(X300 < X8.1:100) = 0,9 € X4 1100 = 82, 358. Entao, temos que
2nx
IC(1, ) = (o; . )
X0,1;100

_ ( 2-50- 1953,063)

- 82,358

= (0; 2380, 536) .
Ou seja, com coeficiente de confiangca com v = 90%, a média populacional de tempo de duragdo dos
ventiladores nao segue as especificagdes do regulador. )
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Intervalos de confianga para amostras grandes n 0 Intervalo para propor¢éo (Bernoulli)

Intervalo de confianca para proporcao p
Amostras grandes e distribuicao Bernoulli

Seja xy, . . ., X, uma amostra de uma distribuicdo Bernoulli em que n > 40. Podemos aproximar a proporgao p
por p = w Usando o teorema central do limite, temos que a quantldade B (1 p) ) tem distribuicao

normal padrdo N(0, 1). Entao o intervalo de confianga com coeficiente de confianga v = (1 — «)100% seria
dado por

o) = (-2 ZUZB vz g 20ZP) )

em que ¢(z1,%) =1—%.Notequep-(1 —p) < } conforme ilustrado na Figura 5, e entao

IC(P?’Y):< 21—72\[ +Pvz1—72f A)-

Figura 5: llustragio da desigualdade p - (1 — p) < 1.

~(1-p)

P

p
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Intervalos de confianga para amostras grandes n > 40 Intervalo para propor¢éo (Bernoulli)

Intervalo de confianca para proporgao p
Amostras grandes e distribuicao Bernoulli

Exemplo

Uma equipe de qualidade quer determinar a proporgdo de circuitos integrados defeituosos produzidos por uma
linha de produgao. Uma amostra com 300 circuitos é testada com 13 circuitos defeituosos. Construa um
intervalo de confianga para a proporgéo de circuitos defeituosos usando coeficiente de confianga v = 90%.

Solugao
Primeiramente, calculamos a proporgao de circuitos defeituosos: p = % =0, 043.
Em seguida, encontramos o quantil da distribuigdo normal: d>(z1,%) =1-5=0,9ez_q =1,65

Entao, temos que

1 1
ICp;y)=(-2z_a—+pP;Z_a —— +P
P ( “3avn PA-%2um p)
1 1
=(-1,65——— +0,043;1,65—— +0, 043)
( 2/300 21300
= (—0,005;0,091) = (0;0,091).
Ou seja, com coeficiente de confianga 90%, a proporgédo de circuitos integrados defeituosos esta entre 0 e
0,091.
4
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Intervalos de confianca para amostras grandes r, Tamanho da amostra

Escolha do tamanho da amostra

Preciséo da estimativa
Z.

a
o XX . A . .
Quando usamos p = X = %ﬂ para aproximar p, o erro £ = |p — p| é menor ou igual a 2\[2 com coeficiente de confianga

~ = 100(1 — «)%.conforme ilustrado na Figura 6.

Figura 6: Erro quando usamos p para aproximar p

E =ero = |p—p|
—

° o ° S

=p- L b =p _1_

I=p—2z % 3vn b+z_ % 2vn

Note que z o —1_ aumenta quando aumentamos -y (ou diminuimos «). Dizemos que z a € a precis@o da estimativa de p.
%2vn 2\[
V.

Tamanho da amostra

Quando fixamos v = 1 — «, entao, para ter um erro maximo de E ao aproximar p por p, o tamanho da amostra precisa ter no minimo
zy_ % 2
n= s
2E

em que [x] é “x é o primeiro inteiro depois de x" e E é o erro maximo toleravel especificado pelo pesquisador. Note que ¢ (z1 _a ) =1— %.
2
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Intervalos de confianca para amostras grandes n > 40 Tamanho da amostra

Escolha do tamanho da amostra

Exemplo

Um revendedor afirma que, em um pacote de sementes de alface, 95% das sementes
germinarao. Com coeficiente de confianga 99%, qual 0 nimero minimo de sementes que um
o6rgao regulador precisa plantar para checar essa afirmagao com erro maximo E = 1%?

Solugao
Primeiro calculamos o quantil da distribuicdo normal padrao
® <z1,%) =® (2p,695) =1 — § = 0,995 e 2,995 = 2,58. Entdo, 0 tamanho minimo da amostra
é dada por:
Zyi_a 2
n= 2
()]

B 2,58 \?2

“[\2.0,01

=[16,641] = 17.
Com coeficiente de confianga 95% e erro maximo £ = 0,01, o tamanho minimo de amostra é
max(17,40) = 40 sementes.
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S

Intervalos de confianga para amostras grandes n > Intervalo unilateral de confianca para p

Intervalo unilateral de confianca para p
Amostras grandes e distribuicao Bernoulli

Seja x4, ..., Xp uma amostra aleatoria de uma variavel aleatéria discreta com distribuigao
Bernoulli com proporgao de sucesso p, em que n > 40.
Limite superior de confianga

Ao nivel de significancia v = (1 — «)100%, o limite superior de confianga para proporgdo é dada
por

" 1
< Z{—q =,
PP+ 2z 2vn

em que ®(z1_,) =1 — o, em que p = A=,

Limite inferior de confianga

Ao nivel de significancia v = (1 — a)100%, o limite inferior de confianga para proporgao é dada
por

1 N
Zo—— <
“oyn PSP
X1+"'+Xn.

em que ®(z,) = o, emque p = =

™ = = = Ty
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Intervalos de confianga para amostras grandes n 0 Intervalo unilateral de confianca para p

Intervalo unilateral de confianca para p
Amostras grandes e distribuicao Bernoulli

Exemplo

O governo federal afirma que no minimo 40% dos pocos artesianos da regido nordeste tem agua salobra. Um
pesquisador da UFBA decide verificar essa afirmagao, e analisou a agua de 400 pogos artesianos em diversos
estados da regido nordeste e 63 tiveram agua salobra. Com coeficiente de confianga v = 90%, qual a
proporgdo maxima de pogos artesianos com agua salobra na regido nordeste? O pesquisador concorda com o

governo federal com coeficiente de confianga v = 90%? )

Solugao

Primeiro calculamos o quantil da distribui¢do normal padrédo ® (z1_o) = ¢ (Z0,90) =1 —a=0,90e

20,90 = 17 29.

A proporgao de pogos com agua salobra é p = 400 =0, 16. Entao, a proporgdo maxima de pogos artesianos
com 4gua salobra é

1
2ﬁ>
1
0;0,16+1,29 -
< " 20)
= (0;0,1923).
Ou seja, com coeficiente de confianga v = 90%, a proporgao de pogos artesianos é no maximo 19, 23%. Ou

seja, o pesquisador da UFBA discorda do governo federal e acredita que a proporgao de pogos artesianos é
bem menor (no maximo 19, 23%) com coeficiente de confianga v = 90%.

I1C(p, ) = (o:m P

- — = = YT
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Intervalos de confianca para amostras grandes n > 40 Intervalo de confianca para p para outras distribuicoes

Intervalo de confianca para p
Amostras grandes e outras distribuicoes

Seja xy,..., X, uma amostra de tamanho n de uma
variavel aleatéria X com média x = 4=+ ¢

g2 — (X1—?)2::T(X1—)?)2, em que n > 40. Entao, o

intervalo de confianga para p com coeficiente de
confianga v = (1 — «)100% é dado por

_ S _ S
IC(1;7) = (X — lL%;,H%;X + T1g;n177> :

emaque P (ti-1 < ti_sn1) =1—%, emque t,_¢ tem
distribuicao t-Student com n — 1 graus de liberdade.
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Intervalos de confianga para amostras grandes n > 40 Intervalo de confianca para p para outras distribuicoes

Intervalo de confianca para p
Amostras grandes e outras distribuicdes

Exemplo

Imagine uma variavel aleatéria discreta com suporte x = {0, 1,2, 3, 4,5} e coletamos uma amostra com 15
valores: 1,5,5,0,1,5,5,0,1,1,1, 1,4, 0 e 2. Construa um intervalo de confianga para média n com
coeficiente de confianga v = 95%. )

Solugao

Primeiro calculamos a média e o desvio padrdo amostral: x = 2,13 e s = 2, 03. Em seguida, encontramos o
quantil da distribui¢ao t-Student com n — 1 = 15 — 1 = 14 graus de liberdade:
P(tia < f975:14) =1 — 5§ = 0,975 e I, 97514 = 2, 145. Entdo o intervalo de confianga para . € dado por

s s
/C(N,’Y):< bogin- 1\[+X[1fﬁn 1\[+X>
s
= —l.ers1a—= + X; lo,975:14 —= +X>
( vn vn

2,03 2,03
= (—2,1452 13;2, ’ ,
( Vi5 Vi5 >
=(1,01;3,25).

Ou seja, com coeficiente de confianga v = 95%, a média u esta entre 1,01 e 3, 25.
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Intervalos de confianga para amostras grandes n > Intervalo unilateral de confianca para p para outras distribuicoes

Intervalo unilateral de confianca para p
Amostras grandes e outras distribuicdes

Seja Xy, . .., Xn uma amostra aleatéria de uma variavel aleatéria X, em que n > 40.
Limite superior de confianga
Ao nivel de significancia v = (1 — a)100%, o limite superior de confianga para média é dada por

- S
<X+ t17a;n71%7

emque P(t,—1 < ti_aq.n—1) =1 — a, emque t,_¢ é a distribui¢ao t-Student com n — 1 graus de
liberdade.

Limite inferior de confianca
Ao nivel de significancia v = (1 — «)100%, o limite inferior de confianga para média é dada por
_ s
X+ ta' —1—F—= < )
:n—1 \/ﬁ Y
em que P(t,—1 < t,.n—1) = o, em que t,_1 é a distribui¢do t-Student com n — 1 graus de
liberdade.
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Intervalos de confianca para amostras grandes n > 40 Intervalo unilateral de confianca para p para outras distribuicoes

Intervalo unilateral de confianca para p
Amostras grandes e outras distribuicoes

Exemplo

Um gerente de uma central de call center esta interessado em estimar o nimero maximo, em
média, de chamadas que a central recebe. Com esse fim, o gerente contou quantas ligagoes a
central recebeu em 20 dias Uteis: 94, 98, 109, 102, 78, 105, 102, 97, 91, 95, 103, 93, 129, 115,
114, 110, 90, 103, 106 e 121. Com coeficiente de confianga v = 99%, qual o nilmero maximo, em
média, de ligagdes que a central de call center recebe em um dia util?

v

Solugao

Primeiro calculamos a média e o desvio padrao amostral: x = 102,75 e s = 11,72. Em seguida,

encontramos o quantil da distribuicao t-Student com n — 1 =20 — 1 = 19 graus de liberdade:

P(ti9 < fo,99:19) = 0,99 e 1y 99,19 = 2,539. Entéo o intervalo de confianga para p. é dado por

1c( )*(Ot +X)7(0-t i+)‘(>
) = 1—a;n— 1\[ = ,0,99;19ﬁ
11,72
=10:2, : , =(0;109,89).
(va950 3 +102,75) = 108,09
Ou seja, com coeficiente de confianga v = 99%, o nimero maximo de chamadas que chegam,
em média, é 110 chamadas. )
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Roteiro para construir intervalo de confianca

Resumo para construir intervalo de confianga

Distribuigéo | Parametro | Intervalo | Quantil
—a)=(— o L3 o L% —1_-a
Normal ©w 1C(p, 1 a) ( 217%\/5‘#)(.217&\/5‘#)() ¢<z17%> 1 5
&2 conhecido IC(p, 1 — a) = (za % + X; 00 d(2o) = @
® (217Q) =1-a
Normal m P([_ <t ):1—g
n—1 1— 2, —1 2
P(tn—1 < ro(;n—W) =«
( P(tht St_ap_1)=1-«a
2 2
Normal -2 IC(c2:1 — o) = (% RUSS Vide i.
X a. Xa.
1—?,n—1 7,n—1
2
n—1)s
/C(02;1—a):<7é ) :00> P( 71—X17an 1):1—04
><1—a;n—1
2
n—1)s
16(c21 — a) = (0, {4=1) P8 1 <x8q)=a
Xea;n—1

o n é o tamanho da amostra;

2 _ 2 — e
GP(X" 1*X‘2¥n—1) L29/2(><n—17x1—7- —1)717?'
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Roteiro para construir intervalo de confianca

Resumo para construir intervalo de confianga

Distribuiao | Parametro | Intervalo Quantil
Exponencial w 1C(o1 — o) = (x2 o, - i-x%y . Vide ii.
T=5:2n oz " 320
16(p, 1 = @) = X12—a-2n‘ P ) P(Xgn < X?—a-2n) =1-a
! 2nx "
1
— L 2 _ 2 —
C(p, 1 — o) = (0'Xa72n' 2[_’)_() = X(x;Zn) -
Bernoull 1o ) ! a
ernoulli p pl—a)=|—-2_a——+Pz_a +p @(Zig>:177
i W =22 -3 2
1
n > 40 IC(p,1 — a) = [zo,—— +P;1 ®(zq) =
v o
IC(p, 1 — a) = 0;217QL+[7 ®(z1_g)=1-a
2v/n
Outras distribuicd 1C(; 1 ) % * iz P < 1o g
utras distribuicoes n wl—a)=|—ta., — +Xita.,_ 41— +X (r — ta )— - 5
Sin—1"5 =175 n—1 5 in—1 2
s
n > 40 1C(iy) = (ty.pq1— + % 0o Pty 41 <t,p 1) =ac
a;n Wﬁ (n 1 an 1)
102 7) = —ooity _qn1— +% Pthot Sti_qn_1)=1-a
; N ;

o n é o tamanho da amostra;

2 2 _ 2 2 i_a
o P(inSX%;zn) *TeP<X2n§X17%;zn) =1-3

Gilberto Sassi (IME — UFBA) Estimagao 41/41



	Estimação pontual
	Estimação intervalar – população com distribuição normal e 2 conhecida
	Tamanho da amostra
	Intervalo unilateral de confiança para 

	Estimação intervalar – população com distribuição normal e 2 desconhecida
	Intervalo unilateral de confiança para 

	Estimação intervalar para 2 para distribuição normal
	Intervalo unilateral de confiança para 2

	Estimação intervalar para  para distribuição exponencial
	Intervalo unilateral de confiança para 

	Intervalos de confiança para amostras grandes n 40
	Intervalo para proporção (Bernoulli)
	Tamanho da amostra
	Intervalo unilateral de confiança para p
	Intervalo de confiança para  para outras distribuições
	Intervalo unilateral de confiança para  para outras distribuições

	Roteiro para construir intervalo de confiança

