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Teste de Hipoteses

Organizagéo dos slides

Organizagao

Duas variaveis ou duas populagdes:

1.

Teste para diferenca de médias 1 — p2, para distribuicao normal com o2
conhecido;

2
. Teste para razao de variancias % para distribuicdo normal (teste F);
2

Teste para diferengas de médias 1 — pe2, para distribuigdo normal com
o2 desconhecido;

3.1 Variancias das duas populagdes ou variaveis sao iguais;
3.2 Variancias das duas populagoes ou variaveis sao diferentes;

Teste t pareado;

Teste para diferenga de proporgdes p1 — po, para distribuicdo Bernoulli
quando n > 40;

Teste de associagao entre duas variaveis qualitativas;

Teste de associagao entre duas variaveis quantitativas.



Teste de Hipoteses

Experimento comparativo: Definicoes

Queremos testar as médias (ou proporgdes ou variancias) de duas

populagdes:
(1) Populagéo 1: X; ~ N(u1,0?). Amostra da populagéo 1: X145+ 5 X103
(2) Populagéo 2: X; ~ N(uz,03). Amostra da populagéo 1: Xa1, . . . , X2,y

(3) As duas populacdes sao independentes.

Se as amostras foram coletadas aleatoriamente, entao temos um
experimento completamente aleatério.

As condigdes (1) e (2) sdo denominados de tratamentos.
Se decidirmos por H;, entdo temos uma relagao de causa-e-efeito.

Quando acompanhamos um elemento da populagéo ao longo do tempo e
fazemos um experimento comparativo desses elementos no inicio e no fim
do estudo, ndo temos duas populagdes independentes e esta configuracao
nao satisfaz as condigdes (1) e (2). Neste caso, dizemos que temos um
estudo observacional e, geralmente, usamos o teste-t pareado.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando iq € pp.

Variancias conhecidas
Comparacgao de 1 € up

Sejam
> Xi1,...,X1n, valores amostrados da populagdo 1 x; ~ N(u1,03);
> X21,...,X,n, valores amostrados da populagéo 1 xo ~ N(y2, 03);
> o2 e o2 sdo conhecidos;
> « é o nivel de significancia (estabelecido pelo pesquisador e geralmente
a = 5%).
Queremos testar as seguintes hipoteses:
» Teste bilateral: Hy : 1 —pu2 =0e Hy - g — 2 # 0;
> Teste unilateral: Ho : 1 — p2 < 0e Hy @ py — o > 0;
> Teste unilateral: Ho : 1 —p2 >0e Hy : pr — p2 < 0.
Ideia: Primeiro calculamos a distancia padronizada de X; — X2 €

Ng = M — 2 . Zo = @. Entéo,

-2
n2
> Teste bilateral: Rejeitamos Hp : 1 — p2 = 0 se |Z| for grande;
» Teste unilateral: Rejeitamos Hp : 1 — p2 < 0 se Z for grande;

» Teste unilateral: Rejeitamos Hp : 1 — u2 > 0 se Z, for pequeno.

1

o



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando iq € pp.
Variancias conhecidas

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

Rejeitamos Hypy — 1z = Ag Se 2o<2; 0U 2>Zy.3
RC=(20 | 20<2; ou 205214}

Hy Ho Hy

Rejeitamos Ho:py — Jp = Ag S€ Zp<Zq

RC=

{20 | 20<2za}

Rejeitamos Ho:py — Wz < Ag S€ 20>Z1-q
RC={2z | 20>21-a}

Fungao densidade

4 [ NG

Z

(a) Teste bilateral.

Fungéo densidade

A

Funcao densidade

\

A

Z

Zy

(b) Teste bilateral.

Zia

2y

(c) Teste bilateral.

Figura 1: Regido critica para comparar médias de populagdes normais com variancias

conhecidas.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando iq € pp.

Variancias conhecidas

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

» Na Figura 1a, testamos Hy : 1 — p2 = Ag versus Hy = g — p2 # 0.

Rejeitamos Ho se zo = *—=20 ¢ RC = {2z | 20 < z3 U Z0 > Z1_5 },
o,
no g

emque¢(z%) :%e¢(z1,%) =1-%

» Na Figura 1b, testamos Hp : pu1 — po < Ao versus Hy : g — p2 > 0.
Rejeitamos Hy se zp = 1 =51 2 € RC = {20 | 20 > z1-o}, em que
s 1
2

>
==
Q
N

¢(Z1_Q) =1 — O,

» Na Figura 1c, testamos Hp : j11 — p2 > Ag versus Hy : py — p2 < 0.
Rejeitamos Hy se zy = X“X“AZO € RC =1{z | z0 < z.}, em que

&

3| Q
ETEN
+
ok

b (z.) = a.
Chamamos z., Zi—«, zgezi_g sao chamados de valores criticos.



Teste de Hipoteses
Duas populacées normais: comparando iq € pp.
Variancias conhecidas

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

Exemplo

Duas maquinas em uma linha de produgao preenchem garrafas pet com
600ml. Das especificagoes fornecidas pelos fabricantes das maquinas,
sabe-se que o volume das garrafas tem distribuigdo normal e as maquinas
s&o preenchidas com desvio padrdo o4 = 5¢m® e 02 = 10cm®. Um membro
da equipe de controle de qualidade, suspeita que o volume médio de
preenchimento das garrafas sao diferentes. Para isso, ele coletou 10
garrafas preenchidas pela maquina 1 e 10 garrafas da maquina 2. Os dados
estdo na Tabela 1. Ao nivel de significancia a« = 5%, as duas maquinas
preenchem, em média, com volume diferente as garrafas?

amostra da maquina 1 ‘599,67 600,74 599,49 600,56 599,65 599,72 600,34 600,17 599,87 599,44
amostra da maquina 2 ‘ 600,18 599,66 600,36 601,47 600,57 602,25 601,19 601,07 600,81 599,26

Tabela 1: Amostras para as maquinas 1 e 2.



Teste de Hipoteses
Duas populacées normais: comparando iq € pp.
Variancias conhecidas

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

Solugao
Passo 1) Queremos testar as seguintes hipoteses: Hy : 1 — g = Ag=0e€

Hyipg —po # Dog =0
Passo 2) Nivel de significancia oo = 5%;

Passo 3) Rejeitamos Hp : 1 — 2 = 0se |zp| = @ for grande. Ou seja,
i

RC = {Zo | 72y < Z% ou 217% < Zo};

Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:

> (z%) — & (20,005) = & = 0,025, entdo 2y o5 = —1,96;

1— % =0,975, entdo 2y g75 = 1,96.

> & (Zp%) = & (2p,975)

Passo 5) Como ny = 10, n; = 10, oy = 5cm®, 0, = 10cm®, X; = 599, 965,

Xo = 600,682, Ag =0e zg = % = —0, 20, entdo zy ¢ RC e nao rejeitamos
Ho.

Ou seja, ao nivel de significancia a« = 5%, ndao temos evidéncia para afirmar que as
médias de volume das garrafas preenchidas pelas duas maquinas sao diferentes.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando iq € pp.

Variancias conhecidas

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

Solugao (valor-p)
O valor-p é dado por

p=P(Z]>|z|| H) =2[1-®(|zl)],
X1 —Xp—L8g
(7‘2 (72 ’
21,%
n2
Como ny =10, i = 10, oy = 0,6¢cm®, 02 = 0,75¢cm®, Xy = 599, 965,
X = 600,682 e zy = —0, 20, o valor-p é computador por

p=2[1-o(z)
=2[1— & (]-0,20])]
=2[1-0,5793]
=0,8414.

emque zo =

Como p =0,8414 > a = 0,05, nao rejeitamos Hy ao nivel de significancia
a = 5%. Ou seja, ao nivel de significancia a = 5%, ndo temos evidéncia
para afirmar que as duas maquinas preenchem as garrafas com volumes
diferentes.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando iq € pp.

Variancias conhecidas

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

Exemplo

Uma indUstria quimica esta interessada em reduzir o tempo de secagem de
uma tinta usada em impressoras de pequeno porte. Duas férmulas estdo em
teste: a formulacdo 1 é o padrao estabelecido na indlstria, e a formulagcao 2
tem potencialmente um tempo de secagem da tinta menor. Da experiéncia e
de informagdes do 6rgao regulador, os pesquisadores sabem que a
formulagao 1 tem tempo de secagem com desvio padrao de 8 segundo, e de
uma amostra piloto os pesquisadores sabem que a férmula 2 tem o desvio
padrao de 9 segundos. Dez folhas sdo impressas com a férmula 1 e vinte
folhas sao impressas com a formula 2. O tempo médio de secagem na
amostra com a féormula 1 é Xx; = 49, 53 segundos e o tempo médio de
secagem na amostra com a férmula 2 (menos custosa) € x» = 39,42
segundos. Ao nivel de significancia o = 5%, a tinta da férmula 2 seca mais
rapido?



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando iq € pp.

Variancias conhecidas

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

Solugao
Passo 1) Temos as seguintes hipoteses: Hy : iy —pup < Ag=0e
Hyip —p2 > Dg =0;
Passo 2) Nivel de significancia oo = 5%; o
Passo 3) Rejeitamos Hy : i1 — pp = 0se zg = % for pequeno. Ou seja,
RC = {Zo | Zy > 21704};
Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:
> d(z1_y) =@ (20795) =1—-a=0,95,entdo z 95 = 1,65.

Passo 5) Como ny = 10, no = 20, 01 = 8, 0p = 9, %o = 49,53, X = 39,42 ¢
X —Xo—Oq _ 49,53—39,42

zy = =) = 5 = 3,13, entdo 3,13 € RC e rejeitamos Hy. Ou seja, ao
01 +02 W+E

Y
nivel de significancia o = 5%, rejeitamos Hy e o tempo médio de secagem da tinta da
féormula 2 € menor.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando iq € pp.

Variancias conhecidas

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

Solugao (valor-p)
O valor-p é calculado através de

[)Z:D(Z>Z()|H()):'|—(D(Zo)7

emque Z ~ N(0,1).
Comony =10, m =20,01 =8,02 =9, X2 = 49,53, Xy = 39,42 ¢
7o = M=Rezfo _ 4958528942 _ 3 13 4 yalor-p - calculado através de

moom
p=1-%(2)
=1-9(3,13)
=1-0,9991
= 0,0009.

Como p = 0,0009 < a = 0,05, rejeitamos Hy ao nivel de significancia
a = 5%, ou seja, a tinta com a féormula 2 seca mais rapido ao nivel de
significancia 5%.



Teste de Hipoteses
Duas populacées normais: comparando iq € pp.
Variancias conhecidas

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

Exemplo

Imagine que temos duas populagdes com distribuigoes normais com
variancias populacionais e que um pesquisador precisa decidir entre as duas
hipéteses Ho : i1 — 2 > 0 e Hy : u1 — e < 0. Na Tabela 2 colocamos
algumas informagdes sobre o experimento. Complete a Tabela 2. Qual a sua
decisao? Calcule o valor-p.

2 | Decisdo | valor-p | Xi | Xo

| 14,2 | 19,7
ns | No | o1 | o2 | Nivelde significancia o
10 15 | 10 | 5 | 5%

Tabela 2: Algumas informagdes sobre o0 experimento.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando iq € pp.

Variancias conhecidas

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

Solucao

Passo 1) Queremos testar as hipéteses: Hy : 11 — 2 > Ao =0e
H; :,LJ,1*,LL2<Ao:0;

Passo 2) Nivel de significancia: « = 5%;

Passo 3) Rejeitamos Hy se 2o = =222 for pequeno. Ou seja,

o1,.%

noon2
RC ={z|2 < z.};
Passo 4) Vamos encontrar o valor critico:
> ®(z,) =d(20,05) = a=0,05, entdo 205 = —1,65;
Passo 5) Primeiro calculamos a estatistica do teste usando as informacdes
da Tabela 2:

Zo:X1*X2*Ao _ 14,2719,7:_17617

2 o2 102 | 52
a2 10 T 15

Como zy ¢ RC e nao rejeitamos Hyp ao nivel de significancia a = 5%.



Teste de Hipoteses
Duas populacées normais: comparando iq € pp.
Variancias conhecidas

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

Solugao (valor-p)
Calculamos o valor através de

p= P(Zo<Zo|Ho)=¢(Zo).

Usando as informagoes da Tabela 2, temos que

7o =N fo _ 142-197 _ _{ 61 ¢ 0 valor-p é dado por:
52 42 102 | 52
1472 10 15
moon2

p=d(z)=0o(—1,61)=0,0537.

Como p = 0,0537 > « = 0,05, ndo rejeitamos Hyp ao nivel de significancia
a = 5%.
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Duas populacées normais: comparando iq € pp.
|

ntervalo de confianga para diferenca de médias: A = p1q — po.

Intervalo de confianga para A = y — po.

Sejam
> Xi1,---,X1,n, valores amostrados da populagao 1 N(u+,02) com o2 conhecido;
> X2,1,-..,X2,n, valores amostrados da populagéo 2 N(pu1, ag) com 0'5 conhecido;

> as duas populag¢des sao independentes;
> ~ =1 — a é o coeficiente de confianga. (Geralmente, v = 95%).

NotequeZ:me

(72 (7'2
1,.%
n no

Xi—Xo— A

P|za ! 2 S Zyi_a =1 a,
2 2 2 2
a4 %
m n2

Entéo o intervalo de confianga para A com coeficiente de confianga v = 1 — « é dado

por
2 2 2 2
(o3 oz [ea g
Ic(A =|zay/ L+ 24% —Xo;zy_ay|/ L+ -2 4+%—X
(A7) 2Vn1 o U e A VA 1= X2



Teste de Hipoteses
Intervalo de confianca para diferenca de médias: A = pq — po.
Intervalo de confianga para A = y — po.

Exemplo

Testes na resisténcia a tragao (quilogramas por milimetros quadrados) em dois tipos distintos de
barras de ligas de aluminio usadas na fabricagdo de asas de um avido comercial foram realizados.
De experiéncia passada na produgao de ligas de aluminio, conhecemos os desvios padroes da
resisténcia a tragdo. Os dados obtidos destes sdo ny = 10, x; = 87,6, 01 =1, n, = 12,

X2 = 74,5 e oo, = 1,5. Construa um intervalo de confianga para A = p1 — p2 com coeficiente de
confianga v = 95% e interprete o resultado.

Solucao

Primeiro encontramos os quantis da distribuicdo normal padrao:

> o (z%) = (Z0,025) = & = 0,025, entdo Zo 005 = —1,96;

> o (z1,%) = (Z075) =1 — § = 0,975, entdo Zo g75 = 1,96.

Entao

2 0.2 0.2
1c(A,95%) = | za + +X1—xQ Zgy/ T2tk R
2 n n

152
( 1,96 1—+ +87774 1,96 ;2 +8774> = (11,95;14,05)

Com coeficiente v = 95%, a diferenga da resisténcia a tragdo satisfaz a desigualdade
11,95 < py — po < 14,05, ou seja, a liga 1 de aluminio é mais resisténcia que a liga 2.



Teste de Hipoteses
Intervalo de confianca para diferenca de médias: A = pq — po.
Escolha do tamanho da amostra

Precisao da estimativa

Quando usamos Xy — Xp para aproximar A = 14 — pp,0€mo E = [X) — X — A[ émenorouigualaz; o
2

coeficiente de confianga v = 100(1 — «)% conforme ilustrado na Figura 2.

Figura 2: Erro quando usamos X para aproximar p

E=ermo= % — X — Al

2 g2 A= X —X 2 .2
— Xy — Xm — -1, -2 =X — X 1 4 -2
I=% — % 217% n1 + iy u=x X2+Z1—% m + )

o

2 2
Note que z; _ o ™ Tg aumenta quando aumentamos -~y (ou diminuimos «). Dizemos que z; _ o
2 2

da estimativa de A.

Tamanho da amostra

Quando conhecemos o desvio padrao o da populagéo de distribuicao normal e fixamos v = 1 — «, entéo, para ter um erro maximo de
E ao aproximar . por X, o tamanho da amostra precisa ter no minimo

a-g\% ,
ng=n=n= E2 (o1 +03)| .

em que [x] é “x é o primeiro inteiro depois de x” e E é o erro maximo toleravel especificado pelo pesquisador.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando iq € pp.

Intervalo de confianca para diferenca de médias: A = pq — po.

Intervalo de confianga para A = y — po.

Exemplo

Testes na resisténcia a tragao (quilogramas por milimetros quadrados) em
dois tipos distintos de barras de ligas de aluminio usadas na fabricagao de
asas de um avido comercial precisam ser realizadas. De experiéncia
passada na producao de ligas de aluminio, conhecemos os desvios padrdes
da resisténcia a tragao:o1 = 1 e 02 = 1,5. Quantas barras precisam ser
testadas em cada tipo de liga de aluminio com coeficiente de confianga 95%
para termos um erro maximo de E = 1,45 quilogramas por milimetros
quadrados?

Solugao
Primeiro calculamos o quantil da distribuigao normal padrao

> o (z1,%) = (20975) =1— % = 0,975, entdo 75 = 1,96.

Entédo o tamanho mfrime de amostra para cada tipo de liga é

m=m=n= ’7(21;5)2(012—1—05)-‘ - Rl:ig)z(ﬁﬂjﬂ ~6.




Teste de Hipoteses

Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

5 2 2
Comparagéao de o5 € o5

Sejam
> Xi1,...,X1n, valores amostrados da populagdo 1 x; ~ N(y1,0%);

> X21,...,X2,n, valores amostrados da populagdo 1 xo ~ N(y2, 03);

> « é o nivel de significancia (geralmente o = 5%).

Queremos testar as seguintes hipoteses:
> Teste bilateral: Hy : 02 = 03 e H; : 02 # 03;
> Teste unilateral: Hy : 02 < 03 e Hy : 02 > 03}
> Teste unilateral: Hy : 02 > 03 e Hy : 02 < 03;.

2

Ideia: Primeiro calculamos a razéo Fy, = Z—; Entéo,

2

> Teste bilateral: Rejeitamos Hp : 02 = o2 se F, for grande ou for pequeno;

> Teste unilateral: Rejeitamos Hy : 02 < 02 se F, for grande;

> Teste unilateral: Rejeitamos Hy : 0% > 02 se F, for pequeno.



Teste de Hipoteses

Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Comparagéo de variancias o5 e o5 de duas populagdes normais.

2 2 2

- o - o - o
Rejeitamos HQ:U; =1 se fo<fyy, v, OU fo>fey, v, Rejeitamos ngcg = 1sefo>fray,v, Rejeitamos HQ:U; =1 se fo<fay, v,

2 2 2

RC={fo | fo<fsiu.v OU fo>figiu v} RC={fo | fo>fia;v, v} RC={fo | fo<faiv.v}

HI[\ Ho Hy [\ Ho Hy Hj/\ Ho
! !

Funcao densidade
Fungao densidade
Funcao densidade

Fo Fo B Fo

(a) Teste bilateral. (b) Teste bilateral. (c) Teste bilateral.

Figura 3: Regido critica para comparar variancias de populagdes normais.



Teste de Hipoteses
Comparagéo de variancias o5 e o5 de duas populagdes normais.

o

2 2
> Na Figura 3a, testamos Ho : —} =1 versus H : % # 1. Rejeitamos Hy
2 2
2
se fy = z—;z €RC={fo|fo <fgun _1m10ufy>F_gn 1, 1}, emaque
e

1_

NI

P (Fn1—1,n2—1 < f%;n171,n2—1> =
P (Fn1—1,n2—1 < f1—%;n1—1,n2—1)

R

)

2 2
> Na Figura 3b, testamos Ho : 7 < 1versus H : 7} > 1. Rejeitamos Ho
2 2

2
sefy = z—;z €RC={fo | fo > fi—ain—1,m,—1}, €M QUE
P(Fn—1,m—1 < A—ainy—1,m—1) =1 — @

2 2
» Na Figura 3c, testamos Hj : % > 1 versus Hj : % < 1. Rejeitamos Hj
2 2

2
S
se fo == 3712 € RC - {fO | fO < fa;n171,n271}’ em que
2
P(Fn171,n271 < fa;n171,n271) = Q.
Chamamos fu;n—1,m—1, fi—aing,m> f%;,,1_1,,,2_1 e 1‘1_%;"1_1,,,2_1 sao chamados
de valores criticos.



Teste de Hipoteses

Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Comparagéo de variancias o5 e o5 de duas populagdes normais.

Exemplo

Um estudo foi realizado para determinar se homens e mulheres
diferem na repetibilidade na montagem de componentes em placas
de circuito impresso. Amostras de 25 homens e 21 mulheres foram
selecionadas, € o tempo de montagem do circuito impresso foi
mensurado. O desvio padrao de tempo de montagem foram

Shomens = 1,25 MiNUtOS € S,unees = 0, 75 Minutos. Existe evidéncia
estatistica de que a repetibilidade entre homens e mulheres sado
diferentes ao nivel de significancia de a = 5%? Calcule o valor-p.



Teste de Hipoteses

Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Comparagéo de variancias o5 e o5 de duas populagdes normais.

Solugao

2
Passo 1) Queremos testar as hipdteses: Hy : =1eH : L #1;

72

mm‘—u\:

Passo 2) Nivel de significancia oo = 5%;
2
Passo 3) Rejeito Hy se fy = Z—;Z for grande ou for pequeno. Ou seja,

RC = {fo | fo < fgin—1,n,—1 OUFfi_gin 1,01 < fo};
Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:
>
P(Fny—1,n—1 < fimgin —1,mp—1) = P(Fny—1,n—1 < fo,075:24,20) = 1—% = 0,975,
entdo f07975;24720 ES 2, 756;
>
P(Fry—1,n—1 < figin—1,n—1) = P(Fny—1,n—1 < fo,075:20,24) = 1—% = 0,975,
entdo f07975;20,24 = 27 327;

> fo.n _1p—1 =025 =1 - _1_-0,64297.
5 im 1,np—1 0,025;24,20 f1—%;n2—1,n1—1 2,237 b

2
Passo 5) Como s; = 1,25,s, = 0,75e fy = —2 = (1)3‘22 =2,7778 € RC, entdo
2

rejeitamos Hyp.
Ou seja, ao nivel de significancia a = 5%, homens e mulheres ndo tem a mesma
repetibilidade.



Teste de Hipoteses
Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Comparagéo de variancias o5 e o5 de duas populagdes normais.

Solugao (valor-p)

O valor-p é calculado através de

F-Snedecor

Valor-p

p=2-min(P(Fv,v, <f),P(Fyw,>1h)).

Fo pequeno: p=P(F,, , < fo)<0,5

Valor-p

F-Snedecor

Fo pequeno: p=P(F,, , 2 f0)<0,5

Fo
Fo

N [T oo od



Teste de Hipoteses

Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Comparagéo de variancias o5 e o5 de duas populagdes normais.

Solucao
O valor-p é calculado através de

p=2-min(P(Fuv, <5)iP(Fuu >h)).

‘—‘l\)

= 125 _ 2 78,

Comon; =25,m =21,s1=1,255=0,75e Fp = 0752

entao

> P(Fn1_1,n2_1 < fo) = P(Fos20 < 2,78) = 0,9883;

> P(Fp_tn,1>1f)=1—P(Fapo <2,78) =1—0,9883 = 0,0117.
Entao, o valor-p esta calculado através de

S
S;

Nl

p=2-min(P(Fy.v, <f);P(Fyw>h))
= 2-min(0,9883;0,0117)
=0,0234.

Como p = 10,0234 < 0,05 = «, rejeitamos Hy € homens e mulheres nao
teremos a repetibilidade.



Teste de Hipoteses
Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Comparagéo de variancias o5 e o5 de duas populagdes normais.

Exemplo

Os pontos de fusao de duas ligas usadas na formulagao de solda
foram investigados por 21 amostras de fusdo de cada material.
Obtemos s; = 4°F e s, = 3°F. Existe evidéncia de que a
variabilidade do ponto de fusdo da segunda liga € menor que a
variabilidade do ponto de fusdo da primeira liga ao nivel de
significancia o = 5%7? Calcule o valor-p.



Teste de Hipoteses

Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Comparagéo de variancias o5 e o5 de duas populagdes normais.

Solugao
2 2
Passo 1) Queremos testar as hipoteses: Hy: 25 <1e H : 5 > 1;
92 92
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%);
2
Passo 3) Rejeitamos Hp se fy = z—; for grande. Ou seja,
2
RC={f|fo>Ffam—1m1}
Passo 4) Vamos encontrar o valor critico:
> P(Fn—1,m—1 < fi—ain—1,m—1) = P (F20,20 < fo,05.2020) =1 — o« = 0,95,
entao f 95.20,20 = 1,7938.

2
Passo 5) Como si =4,s, =3efy = z—‘z = 1,78 ¢ RC, e nao rejeitamos Hy,
2

ou seja, nao existe evidéncia de que o ponto de fusdo da segunda liga é
menor de que o ponto de fusdo da primeira liga.



Teste de Hipoteses

Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Comparagéo de variancias o5 e o5 de duas populagdes normais.

Solugao (valor-p)
O valor-p é calculado através de

p= P(F0>f0 | Ho):1—P(Fn1—1,n2—1 Sfo)a

em que f, é o valor observador da estatistica.
2
Comosi =4, =3, m=m=21efh=3= g—§:1,78,entéo
2
p=1—P(Fn—1,n-1<1)
=1—P(Fx2 <1,78)
=1-0,8970
=0,1083.
Como p=0,103 > a = 0,05, ndo rejeitamos Hy. Ou seja, ao nivel de

significancia o = 5%, nao existe evidéncia de variabilidade do ponto de
fusado da segunda liga € menor do que o ponto de fusao da primeira liga.



Teste de Hipoteses
Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Comparagéo de variancias o5 e o5 de duas populagdes normais.

Exemplo

Imagine que temos duas variaveis aleatdrias continuas com distribuicao
normal e independentes. Um pesquisador coletou 26 valores da primeira
variavel e 21 valores da segunda variavel. Algumas informagdes desse
experimento esta na Tabela 3. Imagine que queremos decidir entre duas
hipoteses Hp : Z—g >1eH: Z—g < 1. Complete a Tabela 3. Ao nivel de

significancia a = 5%, qual foi a decisdo do pesquisador? Calcule o valor-p.

o | fo | valorp | s
5% | | 5,21
sz | Decisao | m e
13,38 | 26 | 21

Tabela 3: Algumas informagoes do experimento.



Teste de Hipoteses

Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Comparagéo de variancias o5 e o5 de duas populagdes normais.

Solucao
2
Passo 1) Queremos testar as seguintes hipdteses: Hy: 7L > 1e
%3
H - < 1;
Passo 2) Nivel de S|gn|f|can0|a o =5%;
Passo 3) Rejeito Hy se fy = =% for pequeno. Ou seja,

RC = {fo | fo < fain—1,mp— 1}
Passo 4) Vamos encontrar o valor critico. Note que

ot
H—aing—1,n -1’ em que

> P(Fr—1,n—1 < fi—ainp—1,n—1) = P (Fas5,20 < fy,95:2025) =1 — a =0, 95,
entao f0,95;20725 = 2 0075'

Entao, fo 05;25,20 = 3570075 0075 = 0,4981.
Passo 5) Como s =5,21,5, =13,38e fp = 13,382
entao rejeitamos Hy ao nivel de significancia o = 5%.

fa;n171,n271 =

0,1516 € RC,

m"’r\)‘—t (N



Teste de Hipoteses

Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Comparagéo de variancias o5 e o5 de duas populagdes normais.

Solugao (valor-p)
O valor-p é calculado através de

p=P(Fo<fy|Ho)=P(Fn—1m-1<h),

s2
emque fo = ?‘ calculado usando a nossa amostra.
2

Como sy =5,21,5,=13,38e fo = zé = % =0,1516, o valor-p é dado
por 2
p=P(Fo—1n,-1 <)
= P(Fzs,20 < 0,1516)
=0

Como p =0 < a = 0,05, rejeitamos H, ao nivel de significancia o = 5%.



Teste de Hipoteses

Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Intervalo de confianca para diferenca de médias: 012/05.

. 0'2
Intervalo de confianca para .
@z

Sejam
> Xi,1,---,Xq,n, valores amostrados da populagao 1 N(m,cqz) com 012 conhecido;
> Xo1,.-.,Xe n, valores amostrados da populagdo 2 N(u4, og) com US conhecido;
> as duas populacdes sao independentes;
» ~ =1 — a é o coeficiente de confianga. (Geralmente, v = 95%).

s
2 2 2
— % _ % 91
Note que F = EE A ~ Fp,_1n 1€
&
32 0.2
P fa.p <=2.1<f a =1-a
oM — =1 = "ao 2 = 1—§,n2—1,n1—1 )
S o3
Entao o intervalo de confianga para A com coeficiente de confianga v = 1 — o é dado
por
2 2
(o S S
Ic *1;’7 =|fan,—1,n —1*1;f1—&-n —1,n —1*1
Ug M —1,m SS 2 —1,m SS



Teste de Hipoteses

Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Intervalo de confianca para diferenca de médias: 012/03.

@

2
Intervalo de confianca para .
2

(op

Exemplo

Uma empresa fabrica rotores para uso em motores de turbina a jato. Dois
processos de retificagdo sdo usados, e ambos processos produzem pegas
com a mesma rugosidade média. O engenheiro responsavel pela linha de
produgédo destes motores deseja escolher o processo de retificagdo com a
menor variabilidade na rugosidade da superficie. Uma amostra com ny = 11
rotores do processo de produgdo 1 obteve um desvio padrdo amostral

sy = 0,00012954 milimetros e uma amostra com n. = 16 rotores do
processo de produgao 2 obteve um desvio padrao amostral

s> = 0,00011938 milimetros. Construa um intervalo de confianga para a

2
razdo de variancia % com coeficiente de confianga v = 95%.
2



Teste de Hipoteses

Duas populagdes normais: comparagao de variancias.

Intervalo de confianca para diferenca de médias: 012/05.

. 0'2
Intervalo de confianca para .
@z

Solucéo
Primeiro encontramos os quantis da distribuicao F-Snedecor:
mr (F"r""‘q = ﬂ—%:n2—1,n1—1) = P (Fis,10 < fo,e75:15,10) = 1 — § = 0,975, entao
fo,975;15,10 = 3, 552;
" (Fnﬁmﬁ = ﬂ’%""”"’Z*‘) = P(Fio,15 < foe75:10,15) = 1 — § = 0,975, entéo
fo,975:10,15 = 3, 060;

- — fozsis 10 — : -1 _ 1 _0 328
Zing—lom—1 = 10,088,101 Doo7si0,15 8080

Ent&o o intervalo de confianga com coeficiente de confianga v = 1 — o = 0, 95 é dado por

ic (. f S st
o_gv')’ = %;n2—1,n1—1sg, 172a;n271,n171s§

0, 000129542 0, 000129542
. 552 ) = (0,385; 1, 147)

= 268 ;1 3,
(07 8 0,000119382 0, 000119382

Como 1 esta no intervalo de confianga com coeficiente de confianga v = 95%, nao temos
evidéncia para afirmar que a variabilidade na rugosidade dos dois processos de produgéo séo
diferentes e recomenda-se usar o processo mais barato.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e iguais.

Comparacgao de 11 € up (especialmente para n < 40.)

Sejam
> Xq1,...,X1,n, valores amostrados da populagéo 1 x; ~ N(u1, 012);
> Xa.1,...,Xe,n, valores amostrados da populagéo 1 xo ~ N(u2, a%);

> o2 = 03 = 02 & desconhecida;

> « é o nivel de significancia (estabelecido pelo pesquisador e geralmente
a = 5%).
Queremos testar as seguintes hipéteses:
> Teste bilateral: Hy : p1 — po = Dg € Hy @ g — pp # Ag;
> Teste unilateral: Hy : p1 — o < Ag e Hy : pq — p2 > Ag;
> Teste unilateral: Hy : 1 — o > Ag € Hy 1 pq — po < Ag.
Ideia: Primeiro calculamos a distancia padronizada de Xy — X» € Ag :
v v <2 _1\e2 ~
To= K1 =289 gmque S, = I =Noy#(rp Ve 1,,)1:(?2 1% Entao,
Sd« r1171+!7172 1R
> Teste bilateral: Rejeitamos Hy : 1 — pp = Ag se | Tl for grande;
> Teste unilateral: Rejeitamos Hy : u1 — e < Ag se Ty for grande;

> Teste unilateral: Rejeitamos Hy : u1 — puo > Ag se Ty for pequeno.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando 11 € pp — especialmente para n

Variancias desconhecidas e iguais.

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

Rejeitamos Ho:ty — Hz = 89 5€ to<lyn, 40,2 0U o>t gnan,2  Rejeitamos Hoby — bz = Ag 5e toctan,+n,2 Rejeitamos Ho:l — Hz = Aq Se to>ty.an,+n,2
RC={to | to<tyinen-2 OU lo>tig;nin-2) RC={to | to<ta;nsn-2}) RC={t | to>tianem-2}
-l 8 Kl
3 3 3
§ Hy Ho Hy H Hy Hy H Ho Hy
2 / \ H H
Gz Tignmz ™ Tramm

To To To

(a) Teste bilateral. (b) Teste bilateral. (c) Teste bilateral.

Figura 5: Regido critica para comparar médias de populagdes normais com variancias
desconhecidas e iguais.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e iguais.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

» Na Figura 5a, testamos Hy : 1 — p2 = Ag versus Hy = py — p2 # Ao.
Rejeitamos Hy se ty = M € RC {to | to < tginsn—2
Sq n2

oulo > ti—gin+n—2}, €MQque P (tn1+n2 2 < tanin,— 2) =2%e
P (tn1+n272 < t17%;n1+n272) =1-3;

» Na Figura 5b, testamos Hp : 1 — p2 < Ag versus Hy = uq — 2 > 0.
Rejeitamos Hy se t = M €RC={to|to > ti—amn+n—2}, €M que
Sd n2

P(tn1+n2—2 < t1—a;n1+n2—2) =1-q

» Na Figura 5c¢, testamos Hp : p1 — g > Ao versus Hy : g — pe < 0.

Rejeitamos Hy se t = X‘XliAO €ERC={h|th< ta ntne—2}, €M QUE

Sd1/7+n12
P(tn1+n2 2 < ta-n1+n2 2) = O

ny—1)s+(np—1)s:
Note que s2 % e chamamos tu:n,+n,—2, t—ain+n—2,

taintn—2 € ti—ginn,—2 sao chamados de valores criticos.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e iguais.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Exemplo

Dois catalisadores estao em andlise para determinar como eles afetam o
rendimento médio em um processo quimico. Especificamente, o catalisador
1 € o padrao do mercado usado pelo processo quimico atualmente; o
catalisador 2 é um produto novo e mais barato que poderia ser adotado se
nao alterar o rendimento médio no processo quimico. O engenheiro quimico
responsavel pelo processo quimico analisou os dois catalisadores e os
dados estao na Tabela 4. Assuma a normalidade para rendimento. O
rendimento médio dos dois catalisadores sao diferentes ao nivel de
significancia a = 5%7? Calcule o valor-p.

Numero da observagdo Catalisador 1 Catalisador 2

1 91,6 89,2
2 94,2 91,0
3 92,2 90,5
4 95,4 93,2
5 91,8 97,2
6 89,1 97,0
7 94,7 91,1
8 89,2 92,8

Tabela 4: Rendimento para os catalisadores 1 e 2.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e iguais.
Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Primeiro vamos verificar se as variancias sao iguais.
Passo 1) Queremos testar as seguintes hipoteses: Hp :

2
3 .
H1Zfa12 :1,

2
Passo 2) Nivel de significancia a = 5%;
2
Passo 3) Rejeitamos H, se Fp = z—‘z for grande ou for pequeno. Ou seja,
2

RC={fo | o < fgim1.m 1 OUfi g 11 < 5
Passo 4) Vamos encontrar 0s vanres criticos:
> P (Fn171,n271 < fpg;nﬁunzq) = P(Fn —1,n,—1 < f9757,7), entéo
fo,075,7,7 = 4,995;
> P (Fn2—1,n1—1 < f1—%;n2—1,n1—1) = P(Fny—1,n,—1 < fo,975:7,7), entado
fo,e75:7,7 = 4,995;
> fo02577 = foggﬁ 905 = 0,20.
Passo 5) Como s; =2,38,5, =2,96,n1 =8, n» =8¢
fo= —2 = 0,646 ¢ RC, entao nao rejeitamos Hy e podemos assumir que 0s

deswos padrdes sao iguais.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e iguais.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Solucao
Passo 1) Queremos testar as hipoteses: Hy : u1 —puo = Ag =0e

Hy:py —po # Ao =0
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;

Passo 3) Rejeito Hy se | To| =

% for grande. Ou seja,

ny
RC = {fo ‘ o < t%;n1+n2,2 oufp < l’1,%;n1+n272}.
Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:
> P(tn1+n2_2 S t%;n1+n272) = P(t14 S t0’025;14) = % = 07 025, entao
fo,025:14 = —2,145;
> Pty+n—2 < ti—gin+np—2) = P(tia < fo 975,14) = 5 = 0,975, entéo
fo,975,14 = 2,145.
Passo 5) Observe que X; = 92,25, X, = 92,73, 51 = 2,39, 5, =2,98,ny = n, = 8§,
sf, =2,7A0 =0, t) = —0,36, entdo ty ¢ RC e ndo temos evidéncia para rejeitar Hy.
Ou seja, ao nivel de significancia de « = 5%, ndo encontramos diferenga no

rendimento médio entre os dois catalisadores e o engenheiro quimico deveria
recomendar o uso do catalisador 2 que é mais barato.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e iguais.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Solugéo (valor-p)
Como encontrar o valor-p

p=P(To| > [to] | Ho) =2 (1 = P(tn +n,—2 < |to]))-

Como Xy = 92,25, X, = 92,73,51 =2,39,5, =2,98,m =np =8,55=2,7
Ao =0, fp = -0, 36, entdo

p=2-[1—Pltyn, 2 < |o])]
=2-[1 - P(te < |-0,36])]
=2-[1-0,6389]
=0,7223.
Como p = 0,7223 > o = 0,05, ndo rejeitamos Hyp ao nivel de significancia

a = 5%, ou seja, o rendimento médio no processo quimico para os dois
catalisadores sao equivalentes.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e iguais.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Exemplo

Um pesquisador esta analisando rebolos abrasivos. Os dados sobre a forga
de moagem com os rebolos abrasivos (em N) para dois niveis de vibracéo,
baixa e alta, estdao na Tabela 5. Assuma que a forga de moagem tem
distribuicdo normal. Existe evidéncia que vibragao mais alta produz uma
forca de moagem maior ao nivel de significancia o = 5%? Calcule o valor-p.

Vibragédo baixa Vibracéo alta

224 327
268 352
293 379
190 347
273 335
275 323
243 325
244 422
243 354
233 335
246 337
230 364

Tabela 5: Forga de moagem para niveis baixos e altos de vibragao.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e iguais.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Solugao
Primeiro verificamos as variancias da forga de moagem sao iguais.

2 2
Passo 1) Queremos testar as hipoteses: Hy : % =1eH: % #1;
2 2
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;
2
Passo 3) Rejeitamos Hy se Fyp = % for grande ou for pequeno. Ou seja,
2
RC = {fo | fo < fgin—1,n—1 OU Fi_gin 1,01 < fo};
Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:
> P(Fo—mp—1<f_an_1.m-1)=P(Fi111 <fhgrsi1,11) =1—-% =0,975,
2N 2
entao fo g75,11,11 = 3,474,

> P (Fnz—,n1—1 < f1—%;n2—1,n1—1) =P (Fi1,11 < fogrsi11) =1— § =0,975,
entéo fo g75,11,11 = 3,474,
_ 1 1 _
> foin—tm—1 = T gt AR 0,2879.

2
Passo 5) Como ny = n, =12, 5y = 27,50, sp = 28,21 e fy = S—‘z = 0,951 ¢ RC,

S
2
entdo nao rejeitamos Hy e decidimos que as duas variancias sao iguais.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e iguais.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Solucao

Passo 1) Seja 1 a média de forga de moagem usando vibragao baixa e u2 a
média de forga de moagem usando vibracao alta. Entao, queremos testar as
seguintes hipoteses: Hy : pu1 —p2 > Do =0€ Hy - 1 — 2 < Ag = 0;

Passo 2) Nivel de significancia o = 5%);

Passo 3) Rejeito Hy se Tp = &fﬂf for pequeno. Ou seja,

ny " ng

RC={th |t < ta;n1+n272};
Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:
» Pt +n—2 < tasn+m—2) = P(te2 < ty,0522) = oo = 0,05, entdo
to705;22 =-1 y 717.
Passo 5) Como Ay = 0, Xy = 246,83, x. = 350, sy = 27,50, s, = 28, 21,
fh = —9,07, entao f, € RC e rejeitamos Hp. Ou seja, a forga de moagem é
maior para vibragdo mais alta.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e iguais.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Solugéo (valor-p)
O valor-p é calculado por

p=P(To <to| Ho) = P(tn+n,—2 < o).
Como Ay =0, Xy = 246,83, xo = 350,27, sy = 28,21, s, = 27, 86,
mn =n = 12, to = *9,07, entao
p= P(t"1+'72—2 < to)
= P(t» < -9,07)
=0.
Como p = 0 < a = 0, 05, entdo rejeitamos H, ao nivel de significancia

a = 5%, ou seja, a forga de moagem é maior para a vibragao mais alta ao
nivel de significancia a = 5%.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Intervalo de confianca para diferenca de médias: 11 — pp. (Varidncias iguais e desconhecidas).
Intervalo de confianga para 1 — po.

Sejam
> Xi,1,...,X1,n, valores amostrados da populagao 1 N(u1,02);
> Xo.1,...,Xzn, valores amostrados da populagéo 2 N(p2, o3);
» as duas populagoes sao independentes;
> As variancias o2 e o5 sao iguais e desconhecidas;
> v =1 — « é o coeficiente de confianga. (Geralmente, v = 95%).

Note que T = Xi—Xe—(ui—re) o
q sd,/‘1+‘2

Xi — Xo — (11 — pi2)
Sy L4 L

m n2

P t%;n1+n272 < < t17%;n1+n272 =1-aq,

Entao o intervalo de confianga para A com coeficiente de confianga
~=1— a é dado por

11 1
IC (11 — p2iv) = (t%;n1+n2—28d\/ o + ™ + X1 — Xo; H— 9 inynp—25d1 [ o + . + X — Xz) .



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Intervalo de confianca para diferenca de médias: 11 — pp. (Varidncias iguais e desconhecidas).

Intervalo de confianga para pq — pe

Exemplo

Os diametros de hastes de ago produzidas por duas maquinas
diferentes de extrusao que estao sob analise. Uma amostra com
ny = 15 hastes de aco da primeira maquina e uma amostra com
n. = 17 hastes de aco da segunda maquina foram coletadas. Para
essas amostras obtemos: X; = 8,73, x> = 8,68, 312 =0,35¢

s3 = 0,40. Assuma que os didmetros tem distribuicdo normal.
Construa um intervalo de confianca para diferenca de médias com
coeficiente de confianga v = 95%.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Intervalo de confianca para diferenca de médias: 11 — pp. (Varidncias iguais e desconhecidas).

Intervalo de confianga para pq — pe

Solugao

Primeiro vamos checar se as variancias sao iguais.

Passo 1) Queremos testar as hipoteses: Hp : Z—g =1eH: Z—g #1;

Passo 2) Nivel de significancia a = 5%;

Passo 3) Rejeitamos Hp se Fp = g—g se for pequeno ou for grande. Ou seja,

RC = {1l < foum 1,m 10U < Fi g 1,1}
Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos;

> P(Fn—1,m—1 < fp%;nﬁunzq) = P(Fia,16 < fo,975114,16) = 1—5 = 0,975,
entao f0,975;14716 = 2, 817;
> P(Fr—1,m—1 < fiogin,—1,n—1) = P(Fie,14 < fo,975:16,14) = 1— 3 = 0,975,
entao fy,g75.16,14 = 2, 923;
_ 1 _ 1 R .
> f%;n1—1,n2—1 — fi_ = Domiea 2923 — 0,3421,

o
> inp—1,n4 —1

Passo 5) Queremos ny = 15, n, = 17,52 =0,35,52 = 0,40 e

fh= zig = Siﬁz = 0,77 € RC, e néo rejeitamos Hy e podemos assumir que

as variancias sao iguais.




Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Intervalo de confianca para diferenca de médias: 11 — pp. (Varidncias iguais e desconhecidas).

Intervalo de confianga para pq — pe

Solucao
Primeiro encontramos os quantis da distribuicao t-Student:
> P(tn+n,—2 < tgintn,—2) = Pllso < fo,025:30) = 5 = 0,025, entdo
fo,025 = —2,042;
> P(tn+n—2 < tginin,—2) = Pltso < log75:30) =1 — 5 = 0,975, entéo
to.975 = 2,042
_ 2 _ 2
Note que Sy = % = 0, 38. Entao, o intervalo de confianga

v=1—a=0,95¢édado por

/1 1 [1 1
Ic — p2,7) = | ta, _»S, + — + Xy — Xo; +X — X t77 S, b — X =X
(11 — p2,7) (g,n1+n2 254 np X1 T R tH 21— iy +ny—25d m T TN 2>
1 1 1 1
=|-2,042.0,38-4/— + — +8,743 — 8,68;2,042-0,38- y/ — + — + 8,743 — 8,68
15 17 15 17

= (—0,22;0,82)

Com coeficiente de confianga 95%, a diferenga das médias de dos diametros esta
entre —0,22 e 0,32 centlmetros eas| duas maqumas produzem hastes com diametros
semelhantes em média




Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.

Comparacgao de 11 € up (especialmente para n < 40.)

Sejam
> Xq1,...,X1,n, valores amostrados da populagéo 1 x; ~ N(u1, 512);
> Xo.1,...,Xo,n, valores amostrados da populagdo 1 xo ~ N(uz, 03);

> Variancias desconhecidas e diferentes: o2 # o3;
> « é o nivel de significancia (estabelecido pelo pesquisador e geralmente
a = 5%).
Queremos testar as seguintes hipoteses:
> Teste bilateral: Hy : iy —po =0e Hy : g — pp # 0;
> Teste unilateral: Hy : 1 — 2 <0e Hy : pug — po > 0;
> Teste unilateral: Hy : 1 —puo > 0e Hy = puqg — po < 0.
Ideia: Primeiro calculamos a distancia padronizada de X; — Xo € Ag = py — o :
To = % Entao,
g
> Teste bilateral: Rejeitamos Hy : 1 — u2 = 0 se | Tp| for grande;
> Teste unilateral: Rejeitamos Hy : u1 — e < 0 se Ty for grande;
» Teste unilateral: Rejeitamos Hy : u1 — puo > 0 se Ty for pequeno.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.

Comparagao de médias 1 e u2 de duas populagdes

Rejeitamos Ho:l — Mz = Ao s€ to<tz, OU to>tr.gy. Rejeitamos Ho:py — Wz = Ag se to<tqy Rejeitamos Ho:p1 — M2 < Ag se to>tiqy
RC={b [ <ty oulo>tigu} RC={to | to<ta:v} RC={to | to>tiqa;v}

g H Ho E Ho Hy
Hy Ho Hy 3 §
2 2
P big
‘ T ' To To
(a) Teste bilateral. (b) Teste bilateral. (c) Teste bilateral.

Figura 6: Regiao critica para comparar médias de populagdes normais com variancias
desconhecidas e diferentes.

AN
v= % é chamada de equacgao de Welch—Satterthwaite.
(%/"1) N (52/"2)
B R e

Se vocé nao sabe se as variancias das populagoes sao iguais, aconselha-se
assumir que as variancias sao diferentes.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n <

Variancias desconhecidas e diferentes.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

» Na Figura 6a, testamos Hy : u1 — p2 = Ag versus Hy @ u1 — po # Ao. Rejeitamos Hy se

tO:X‘_X‘ 0 ERC={th |t <tg,outo>t_g,} emqueP(t,,<t%;,,) =%e

» Na Figura 6b, testamos Hp : u1 — po < Ag versus Hy : g — pe > 0. Rejeitamos Hy se
fh= & ERC={ty|to>t_n.},emque P(t, < t_nw)=1—a;

> Na Figura 6c testamos Ho : p1 — po > Ag versus Hy = g — pp < 0. Rejeitamos H se

tO:X1_)2(1 0 c RC={lp |ty < tan}, emque P(t, < tay) = cu
s S
£ 2)\°
T
Note que v = o 2 12 (equagao de Welch—Satterthwaite) e to.., t— ., t%;,, e t1,%;1,

8 S

1) (3

ny—1 + ng —1

sdo chamados de valores criticos. Se v ndo € um ndmero inteiro, arrendonde v para o nimero
inteiro mais proximo.

Alguns livros, chamam essa comparagcao de médias quando as variancias populacionais distintas
de teste de Welch.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Exemplo

A concentracao de arsénico no sistema de abastecimento de dgua é um
sério risco para a salde publico. Um estudo em 2001 mediu concentragdes
de arsénico em partes por bilhdo (ppb) na regido metropolitana de Phoenix
nos Estados Unido da América em 10 comunidades urbanas e em 10
comunidades rurais e os dados estdo na Tabela 6. Assuma que a
concentragdo de arsénico tem distribuicao normal. Existe diferenga entre o
campo e a cidade nas concentragdes de arsénico? Use o = 5% e calcule o

valor-p.
Regido urbana Regido rural
% =12,5;8 =7,63 | % = 27,5,5, = 15,3
Phoenix, 3 Rimrock, 48
Chandler, 7 Goodyear, 44
Gilbert, 25 New River, 40
Glendale, 10 Apache Junction, 38
Mesa, 15 Buckeye, 33
Paradise Valley, 6 Nogales, 21
Peoria, 12 Black Canyon City, 20
Scottsdale, 25 Sedona, 12
Tempe, 15 Payson, 1
Sun City, 7 Casa Grande, 18

Tabela 6: Concentragdo de arsénico para 20 comunidades na regido metropolitana de
Phoenix.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Solucao
Primeiro, precisamos checar se as variancias sao iguais

Passo 1) Queremos decidir entre duas hipbteses: Hy =1eH : #1;

l\)ql\)‘—‘ ™
mqv\:‘—tQ ™

Passo 2) Vamos usar o = 5%
Passo 3) Rejeitamos Hy se Fp = i for pequeno ou grande. Ou seja,
RC = {fo | fo < fgin—1,n—10UTo <Fi_g n_1, n271}
Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:
> P(Fo—tm—1 S fi_gin —1.n—1) = P(Fo,0 < fo g7500,9) =1 — 5 = 0,975, entdo
fo,075:9,0 = 4, 026;
> P(Fny—t,m—1 < fi_gin,—1,n—1) = P(Fe,0 < fog75009) =1 — 3 = 0,975, entdo
fo,975:9,9 = 4, 026;

1 _ 1 _
> faim—tm—t = = g — At = 0:2488

2
Passo 5) Note que s; = 7,63, s, =15,3e f = z—‘z = 0,2487, entao fy ¢ RC e nao
2

rejeitamos Hp. Ou seja, ao nivel de significancia de o = 5%, as variancias da
concentragao de arsénico nas regides urbana e rual sao iguais.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando 11 € pp — especialmente para n

Variancias desconhecidas e diferentes.
Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Solucao

Passo 1) Queremos decidir entre as hipéteses: Hy : 4 — pp = Ag =0e Hy : g — pp # Dg = 0;
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;

X1 —Xp—

Passo 3) Rejeitamos Hy se | Ty| = go for grande. Ou seja,

2 2\°
At ay
12
RC = {to [ fp < ta., ouly < 117g_,/},emqueu = ————5—7;
2 2 (512/n1 ) (55/"2)
m—1 ny—1

Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:

2
2 2
5.8
n1 172

ICTRC T

= 13,22, usamos v = 13;

e
> P(t, < t%;u) = P(ti3 < t,025;13) = 5 = 0,025, entéo fy g25,13 = —2, 160;
> Pl < tg.,) = Pls < loers1a) = 1 — § = 0,975, entdo lo,g7s;15 = 2, 160;

Passo 5) Note que x; = 12,5, xp = 27,5,81 = 7,63,5, = 15,3, Ag =0,

%4 —Fp— A _ R ] o
fp=1=2=%0 _ 768153 _ _p 77 ¢ RC, entdo Rejeitamos H, ao nivel de significancia o = 5%.
2 2 \/7,632+15,32
At 10 10

Ou seja, a concentragdo de arsénico presente no servico de fornecimento de &dgua é diferente nas regides urbanas
e rurais.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.
Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.
Solugao (valor-p)
O valor-p é dado por
p=P(Tol > |to| | Ho) =2-[1 = P(T, < |t])].

Note que x; = 12,5, xo = 27,5, 51 = 7,63, 5o = 15,3, Ay = 0,

2 2\°
(W [ ~
> = 13,22, entdo

_ X{—Xo—Ap __ _7,683—153 __ _
b="—=—>= = = 2 I1eV= ooy
SRR (m), ()
n 2

ny—1 no—1
o valor é dado por
p=2-[1-P(t <|b|)]
=2 [P(tz 2 < |-2,77|)]
=2.[1-0,9921]
=0,0158.
Como p=0,0158 < a = 0,05, rejeitamos Hy. Ou seja a concentracao de

arsénico presente no servigo de fornecimento de agua é diferente nas
comunidades urbanas e rurais.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Exemplo

Um pesquisador tem duas varigveis normais e independentes e ele deseja
checar se as médias das duas variaveis normais sao iguais. Algumas
informacdes deste experimento estdo na Tabela 7. Complete a Tabela 7. A
média da populagao 2 é maior que a média da populagao 1? Use a = 5%.
Calcule o valor-p.

m ‘ X4 Sq ‘ no ‘ Xo
15 | 30,5 | 251 |25| 52,6
S ‘ 0% =037 ‘ 2 — g > 07 ‘ fo ‘ valor-p
13,3 | | ||

Tabela 7: Algumas informagoes do experimento.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Solugao

Primeiro vamos verificar se variancias populacionais séo iguais.
Passo 1) Queremos testar as hipoteses: Hp : Z—i =1eH: Z—i #1;
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%; ’ ’
Passo 3) Rejeito Hy se Fp = s%? for grande ou pequeno. Ou seja,

RC = {1l < foum 1,m 10U < Fi g 1,1}
Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:

> P(Fn-1,m-1 < fn%;nﬁmzq) = P(Fia24 < fo,975112,24) = 1—5 = 0,975,
entao f0,975;14724 = 2, 468;
> P(Fr—1,m—1 < fiogin,—1,n—1) = P(Faa,14 < fo,975.24,14) = 1— 5 = 0,975,
entao fy,g75:24,14 = 2, 789;
_ _ 1 _ 1 _
> foin—1m—1 = fo0251424 = hgmotmet — hammam 2789 =0, 3586.

Passo 5) Como s; = 2,51, 5, = 13,3, f, = 51 = 0,04 € RC, entdo

rejeitamos Hp. Ou seja, ao nivel de S|gn|f|can0|a a = 5%, as duas variancias
populacionais sao distintas.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Solucao

Passo 1) Pelo enunciado, queremos testar as hipéteses:
Ho:pe—pu1 <Ao=0e€H:pu2— 1 >0=0;

Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;

Passo 3) Rejeito Hp se &) = % for grande. Ou esteja,

51, %

Il1 n2
RC = {to | fo > f17a,l,};
Passo 4) Vamos encontrar o valor critico:

52 52 2
(3+%) _
(51 /M ) (52/’72>

m=1 T

> P(fu < t1_a;l,) = P(t27 < to795;27) =1-a= 0,95, entao to,95;27 = 1,703.
Passo 5) Como ny =15, xy = 30,5, sy = 2,51, n. = 25, Xx» = 52,6,

S =13,3e Ag =0, entdo f, = 2=X1=80 _ _526-305 _ 5 87 ¢ RC, entdo
’ 2 s2 2,512 | 13,32 ’
AL+:2 15 T Tes

noon

rejeitamos Hp.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Solugao (valor-p)
O valor-p é calculado através de

p=P(To>t | Ho)=1-P(t, < to),

52 52 2
(1)
nmoon
(Fm)" (Fm)
ny —1 + no—1
Como ny = 15, x; = 30,5, sy = 2,51, no = 25, X = 52,6, s, = 13,3,
th = 2,87, v = 26,77, entdo o valor-p é dado por

emque v =

p=1 —P(ty < to)
=1— P(ts77 < 2,87)
= 0,004.

Como p = 0,004 < 0,05 = «, rejeitamos Hy ao nivel de significancia
a = 5%.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Exemplo

Dois fornecedores fabricam um material de borracha usados em aplicagbes
automotivas. Esta parte de borracha sofrera um desgaste abrasivo no uso, e
0 engenheiro decide comparar as partes. Vinte e cinco partes de cada
fornecedor foram coletadas, e o desgaste foi medido depois de 1000 ciclos.
Para a companhia 1 a média e o desvio padrao sdo x; =20 e s; = 2
miligramas por 1000 ciclos , e para a companhia 2 a média e o desvio
padrao sao x, = 15 e s, = 8 miligramas por 1000 ciclos. Os dados suportam
a hipétese do engenheiro que o desgaste da companhia 2 é menor? Use

a = 5%. Calcule o valor-p.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Solugao

Primeiro vamos verificar se variancias populacionais séo iguais.
Passo 1) Queremos testar as hipoteses: Hp : Z—i =1eH: Z—i #1;
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%; ’ ’
Passo 3) Rejeito Hy se Fp = s%? for grande ou pequeno. Ou seja,

RC = {1l < foum 1,m 10U < Fi g 1,1}
Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:

> P(Fn-1,m-1 < fn%;nﬁmzq) = P(Faa,24 < fo,9750424) = 1—5 = 0,975,
entao fy 975.04 24 = 2, 269;
> P(Fr,—1,m—1 < fiogin,—1,n—1) = P(Fas,24 < fo,975.24,24) = 1— 5 = 0,975,
entao fy 9752424 = 2, 269;
— — 1 — 1 —
> foin—1m—1 = fo02524,24 = rvssparial Yoy 2269 = 0,4407.

Passo 5) Como s; = 2,51, 5, = 13,3, f, = 51 = 0,04 € RC, entdo

rejeitamos Hp. Ou seja, ao nivel de S|gn|f|can0|a a = 5%, as duas variancias
populacionais sao distintas.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Solugao

Passo 1) Queremos testar as hipoteses: Hy : o — 1 > Ag=0e
Hi:ipe —py <Do=0;

Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;

Passo 3) Rejeitamos Hy se ty = i"ﬁo for pequeno. Ou seja,

1,.%
mo

RC={ty | th < ta};
Passo 4) Vamos encontrar o valor critico:

2 2\2
> v = = > = = > = 26,99, entdo vamos usar v = 27,
2 2 2 2
(51 /n1) (52/!72) (2 /25) (8 /25>
m—1 T =i =1 251

> P(ty < ta’y) = P(t27 < t0’05;27), entao to,05;27 = —1,703.

Passo 5) Comony =n, =25,x1 =20,%X = 15,51 =2,5, =8e
Xo—X1—Ag _ 15—-20-0

o= = = —2,38 € RC, e rejeitamos Hy.
2 2 22 82
5.% %125
ny T ng

Ou seja, ao nivel de significancia o = 5%, o desgaste da parte de borracha fornecida
pela companhia 2 é menor.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Variancias desconhecidas e diferentes.
Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.
Solucgéao (valor-p)
O valor-p é dado por
p= P(To ) | Ho) = P(tu < to).

Noteque ny =, =25, % =20, X2 =15,51=2,5, =8¢

_ X—X—fAg _ 15-20-0 __
h=>"=—2= 7. =-2,38¢
142 25725
mo g
2 2\2 »
G3) _ (e8) N
v=— 57 = 5 7 5 7z = 26,99, entao o valor-p é dado por
(51 /n1> (Sz/nz) (2 /25) (s /25)
B %=1 T 2B
p= P(tu < tO)
= (P2s,99 < —2,38)
=0,012.

Como p =0,013 < a = 0, 05, rejeitamos Hp, ou seja, o desgaste da parte
de borracha pela companhia 2 é menor.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Intervalo de confianca para diferencas de médias: 114 — pp. (Variancias diferentes e desconhecidas.)

Intervalo de confianga para 1 — po.

Sejam

>

Xi1,...,X,n, valores amostrados da populagéo 1 N(u1, o%);

> Xo1,...,X,n, valores amostrados da populagdo 2 N(u1,0%);
» as duas populagoes sao independentes;
> As variancias o2 e o5 sao diferentes e desconhecidas;
> v =1 — « é o coeficiente de confianga. (Geralmente, v = 95%).
iy (3]
Note que T = ¥i=%e—tn—m2) ¢ emquerv= - 2/ e
.4 (), (&)
mo 2 ny—1 + no—1
P fg.,,<X17X27('u17'u2) Sﬁ,%;y —1—a,

2V =
2 2
$,.9
m n

Entao o intervalo de confianga para A com coeficiente de confianga
~v=1— « é dado por

2 s2 2 s
1 2 ¥ ¥ 1 2 ¥ ¥
IC (g —poiy) = |ta a| —+ = +Xg = Xoili_a. | —+=+X1 - X | .
2 ny o np 27 n onp



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Intervalo de confianca para diferencas de médias: 114 — pp. (Variancias diferentes e desconhecidas.)

Comparagao de médias 1 e up de duas populagoes.

Exemplo

A concentracao de arsénico no sistema de abastecimento de dgua é um
sério risco para a salde publico. Um estudo realizado em 2001 mediu
concentragoes de arsénico em partes por bilhdo (ppb) na regiao
metropolitana de Phoenix nos Estados Unido da América em 10
comunidades urbanas e em 10 comunidades rurais e os dados estdo na
Tabela 8. Assuma que a concentragdo de arsénico tem distribuicdo normal
com variancias distintas e desconhecidas. Existe diferenga entre o campo e
a cidade nas concentragoes de arsénico? Use a = 5% e calcule o valor-p.

Regiao urbana Regido rural

X1 =12,5;81 =7,63 | X2 =27,5,5, = 15,3
Phoenix, 3 Rimrock, 48
Chandler, 7 Goodyear, 44
Gilbert, 25 New River, 40
Glendale, 10 Apache Junction, 38
Mesa, 15 Buckeye, 33
Paradise Valley, 6 Nogales, 21

Peoria, 12 Black Canyon City, 20
Scottsdale, 25 Sedona, 12

Tempe, 15 Payson, 1

Sun City, 7 Casa Grande, 18

Tabela 8: Concentragado de arsénico para 20 comunidades na regido metropolitana de
Phoenix.



Teste de Hipoteses

Duas populacées normais: comparando i1 € pp — especialmente para n < 40.

Intervalo de confianca para diferencas de médias: 114 — pp. (Variancias diferentes e desconhecidas.)

Intervalo de confianga para pq — pe

Solugao
Primeiro encontramos os quantis da distribuicao t-Student:

2
2 3
S, %
ny Ty

= (52/n1) Jr<s§/:72)2

=1 no—1

> P([,, < f17%;,,) = P(ha < [0025;13) = % =0, 025, entao foyog5 = —2,160;

= 13, 22, entdo vamos usar v = 13;

> P(ty < t%;y) = P([13 < [01975;13) =1- % =0, 975, entao toyg75 = 27 160.

Note que Xy — X, = 12,5 - 27,5= —15,51 =7,63,5, =15,3en=n; = n, = 10. Entdo, o
intervalo de confianga v = 1 — a = 0, 95 é dado por

512 s s2 sg o
W + =X =X +Xy —Xoi b _a. | — + + X1 — Xo
YN om 2Y\'ny

1532
=|—2,160 - +12,5 —27,5;2,160 - +125—275

IC(p1 — p2,v) = | t

R

= (—26,68; —3,32)

Com coeficiente de confianga 95%, a diferenga das médias das concentragdes de arsénico esta
entre —26, 68 e —3, 32 e a média de concentragdo de arsénico € menor nas comunidades
urbanas.



Teste de Hipoteses

Teste t pareado

Test t pareado para pup = py — 2

Quando usar: Cada observagédo é mensurada ou analisada antes e depois de uma intervengéo.
Este procedimento é chamado de teste t pareado — estudo observacional completamente aleatorio.

Imagine que
> (x11, X21), (X12, X22), - - . , (X1n, X2n) valores observados e pareados;
> Xy1,...,Xyp valores observados da populagao 1 N(u1, 012);
> Xo1,...,Xon valores observados da populagéo 2 N(uz, ag);

» Considere pup = p1 — pz;
> o = 5% é o nivel de significancia (estabelecido pelo pesquisador e geralmente o = 5%).

Queremos testar as seguintes hipoteses:
> Teste bilateral: Hy : up = Ag € Hy : up # Aog;
P> Teste bilateral: Hy : up < Ag e Hy : up > Ag;
> Teste bilateral: Hy : up > Ag e Hy : up < Ag;

Ideia: Primeiro calculamos a distancia padronizadade D = Xy — Xo € jup = 1 — po:
b Sh_q(di—up)?
Ty = C=kplvn gg)ﬁ, emque Sy = A=t 1 "D7

> Teste bilateral: Rejeitamos Hp : up = A se | Tp| for grande;

edj:x”fxzj,j:t...,n. Entao,

> Teste bilateral: Rejeitamos Hy : up < Ag se Ty for grande;

<
2

» Teste bilateral: Rejeitamos Hy : up > A se T for pequeno.



Teste de Hipoteses

Teste t pareado

Test t pareado para up = 1 — 2

Rejeitamos Ho:lp = Ao Se to<tyn.1 OU to>tygn1 Rejeitamos Hy:pp = Ag se to<ton 1 Rejeitamos Hy:Hp < Ag se to>ty.qin1
RC={to | to<tyin1 OU o> tiginos ) RC={ty | to<tg:n-1} RC={t | to>ti—a;n-1}
2 o
8 3 |
| 3 3
§ ] 5
H Hy Ho Hy o H Ho S Ho Hy
g bl 8
2 €l g
; \ Id Ird
[ Tt a1 a1
T To To
(a) Teste bilateral. (b) Teste bilateral. (c) Teste bilateral.

Figura 7: Regio critica para o teste-t pareado.



Teste de Hipoteses

Teste t pareado

Test t pareado para pup = py — 2

» Na Figura 7a, testamos Hy : up = Ap versus Hy : up # Ao. Rejeitamos
Ho se ty = (&= A")f €ERC={ty|ty <tgp10Uly>t_s., 1}, emaque

a _4(di—D
P(tn—1§t%;n—1):§ P(tn 1 <t1—3n 1):1_§,SD:%s

dj:X”'—ng,/':L neD X1 Xz,

> Na Figura 7b, testamos Ho : up < Ag versus Hi : up > 0. Rejeitamos Ho
set = (D’fi‘))ﬁ €RC={ty|to>t _an1}, emaque

n d-—D2 .
Ptoy < tioan1) =1—a, Sp= 2920 d = Xy —xgj = 1,...,n
eD X1 Xg,
> Na Figura 7c, testamos Ho : up > Ao versus Hi : up < 0. Rejeitamos Ho
sety= D# € RC={ty| ty < tan_1}, €M que
d D .
P(tn71§1‘17a;n71)71—a3 W =X — X, f=1,...,n
eD:X1 —XQ.

tain—1, ti—ain—1, tg;n—1 € g1 sdo chamados de valores criticos.



Teste de Hipoteses

Test t pareado para pup = py — 2

Exemplo

Um pesquisador deseja comparar dois métodos para predizer a resisténcia
ao cisalhamento das vigas de chapa de ago. Dados dos dois métodos, o
procedimento de Karlsruhe e o procedimento de Lehigh, quando aplicados a
nove vigas de chapa de a¢o sdo mostradas na Tabela 9. Existe diferenca
entre os dois métodos? Use o = 5%. Calcule o valor-p.

Vigas \ Método Karlsruhe Método Lehigh \ Diferenca d

Vigas 1 1,19 1,06 0,12
Vigas 2 1,15 0,99 0,16
Vigas 3 1,32 1,06 0,26
Vigas 4 1,34 1,06 0,28
Vigas 5 1,20 1,06 0,14
Vigas 6 1,40 1,18 0,22
Vigas 7 1,36 1,04 0,33
Vigas 8 1,54 1,09 0,45
Vigas 9 1,56 1,05 0,51

Tabela 9: Previsoes de resisténcia para nove vigas de chapa de aco.



Teste de Hipoteses

Teste t pareado

Test t pareado para pup = py — 2

Solugao

Considere a média populacional i1 do cisalhamento do método Karlsruhe e
a média populacional u2 do método Lehigh.

Passo 1) Queremos testar as hipoteses: Hy : up = Ao =0¢€

H1 L UD 7& A= O;

Passo 2) Nivel de significancia a = 5%;

Passo 3) Rejeitamos Hy se f, = (D*ﬁig)ﬁ

RC = {to [t < tgn_10Uty < t1_%;,7_1};
Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:
> P(t—1 < ti—g.n-1) = P(ts < lo,e758) = 0,975, entao b e758 = 2, 306;
> P(ti—1 < t%;,H) = P(ts < fp,0258) = 0,025, entao 0258 = —2, 306.
Passo 5) Note que d = 0,274, n=8,sp = 0,135, A =0e
ty = G=20lVA — O21-0Y5 _ 6 08. Como 1y € AC e rejeitamos Ho, e as
previsoes dos dois métodos sao distintos.

,emaque D= X; — Xz. Ou seja,




Teste de Hipoteses

Teste t pareado

Test t pareado para pup = py — 2

Solugao (valor-p)
O valor-p é calculado através de

p=P([To| > [to| | Ho) =2-[1 = P(ti—1 < [t])]-
Comon=28,sp=0,135, A =0,d = 0,274 e t, = 6,08, entdo

p=2-11—P(tr < |to])]
=2.[1 - P(ts <6,08)]
= 0,0003.

Como p = 0,0003 < a = 0,05, entdo rejeitamos Hy ao nivel de significancia

a = 0,05. Ou seja, ao nivel de significancia o = 5%, os métodos de previsao
sao diferentes.



Teste de Hipoteses

Teste t pareado

Test t pareado para pup = py — 2

Exemplo

Quinze homens adultos entre 35 e 50 anos participaram em um estudo para
avaliar os efeito da dieta e exercicio fisico no nivel de colesterol no sangue.
Inicialmente mediu-se o nivel de colesterol. Trés meses depois de
participagdo do estudo em que fizeram exercicios aerdbicos e uma dieta de
baixa gordura, mediu-se novamente o nivel de colesterol. Os dados estao na
Tabela 10. Ao nivel de significancia 5%, o nivel médio de colesterol
diminuiu? Calcule o valor-p.

Sujeito | Antes  Depois

Sujeito 1 265 229
Sujeito 2 240 231
Sujeito3 | 258 227
Sujeito 4 295 240
Sujeito 5 251 238
Sujeito 6 245 241
Sujeito 7 287 234
Sujeito 8 314 256
Sujeito 9 260 247
Sujeito 10 | 279 239
Sujeito 11 283 246
Sujeito 12 | 240 218
Sujeito 13 | 238 219
Sujeito 14 | 225 226
Sujeito 15 | 247 233

Tabela 10: Nivel de colesterol.



Teste de Hipoteses

Teste t pareado

Test t pareado para pup = py — 2

Solugao
Considere 11 0 nivel de colesterol antes do estudo comegar e pz 0 nivel de
colesterol depois do estudo finalizado.
Passo 1) Queremos testar as hipoteses: Hy : up = 1 — 2 < Ag=0¢€
Hi:pp = py — p2 > Do =0;
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;
Passo 3) Rejeitamos Hy se f, = W
RC = {to | fo > t17a;n,1};
Passo 4) Vamos encontrar valor critico:

> P(tn_1 < f1_a;n_1) = P(t14 < 1‘0,95;14) =1—-a=0,95, entao

t0795;14 =1 s 761.

Passo 5) Como d = 26,87, sp = 19,04, n=15e ty = 5,47. Entdo t, € RC
e rejeitamos Hy. Ou seja, ao nivel de significancia 5%, o nivel colesterol
diminuiu depois de trés meses de dieta com baixa gordura e exercicios
fisicos.

,emque D= X; — Xz. Ou seja,



Teste de Hipoteses

Teste t pareado

Test t pareado para pup = py — 2

Solugao (valor-p)
O valor-p pode ser calculado por

p=P(To>t | Ho) =1— P(th-1 < b).

Como n=15, D = 26,87, sp = 19,04 e t, = 5,47, entdo o valor-p é dado
por
p=1-P(tr-1 < h)
=1-P(ts <5,47)
= 0,00004.
Como p = 0,00004 < a = 0, 05, rejeitamos Hy. Ou seja, ao nivel de

significancia a = 5%, o nivel médio de colesterol depois de trés meses com
dieta de baixa gordura e exercicios fisicos diminuiu.



Teste de Hipoteses

Teste t pareado

Test t pareado para pup = py — 2

Exemplo

Considere um estudo observacional completamente aleatério para estudar
1p = 1 — p2, €M que a populagdo 1 tem distribuicdo normal com média
populacional u1 e a populagao 2 tem distribuigao normal com média
populacional 12. Suponha que o pesquisador deseja decidir entre as
hipoteses Ho : up = p1 — p2 > Do € Hy = pup = p1 — pe < Ap. Na Tabela 11
temos algumas informagoes sobre o experimento. Complete a Tabela 11.
Qual a decisao do pesquisador? Use a = 5%.

X1 ‘ Xo ‘ o ‘ fo
15,43 | 20,58 | 5% |

Ao | n |valorp| sp

0 | 20 | | 0,43

Tabela 11: Algumas informagdes do experimento.



Teste de Hipoteses

Teste t pareado

Test t pareado para pup = py — 2

Exemplo
Passo 1) Queremos testar as hipoteses: Ho : up > Ao =0¢€
Ho D pp < Ay = 0;
Passo 2) Nivel de significancia a = 5%;
Passo 3) Rejeitamos Hp se t, = (D= AO W1 for pequeno. Ou segja,
RC = {to | o < ta;n71},
Passo 4) Vamos encontrar o valor critico:
| P(fn_1 < ta;n_1) = P(f19 < t0705;1g) =« = 0,05, entao fo,05:19 = —1,729;
Passo 5) Note que d = Xy — X = 15,43 — 20,58 = —5,15 e
ty = (=Bl _ (=515 O)r —53,56 € RC, entdo rejeitamos Hp.

Sp




Teste de Hipoteses

Teste t pareado

Test t pareado para pup = py — 2

Solucao (valor-p)
O valor-p é dado por

p=P(To<t| Ho) = P(ta1 < o).
Note que d = % — % = 15,43 - 20,58 = 5,15 e

fh = (D‘f‘;)ﬁ = (‘5’15;30)*/270 = —53,56. Entao, o valor-p é dado por
P = P(tn—1 S tO)
— P(tis < —53,56)
=0.

Como p =0 < a = 0, 05, entao rejeitamos Hp.



Teste de Hipoteses

Intervalo de confianca para pp = pq — pp.

Intervalo de confianga para pp = 1 — pe-

Sejam
> Xi1,...,X1n, valores amostrados da populagdo 1 N(u1,a?);
> Xo.1,...,Xs,n, valores amostrados da populagéo 2 N(yu1, o?);

> ~ =1 — «a é o coeficiente de confianga. (Geralmente, v = 95%).

Note que T = (P=0lvM ¢, \ 'emque D= X, — X, e

(D — pp)vn

P (t%;n71 S Sp

< fpg;nq) =1-a.

Entao o intervalo de confianga para up = w1 — pe com coeficiente de
confianga v = 1 — a é dado por

IC (i) = <t°‘n 1\f+D t1—£n 1f+D>



Teste de Hipoteses

Intervalo de confianca para pp = pq — pp.

Intervalo de confianga para pup = py — pe

Exemplo

Um pesquisador deseja comparar dois métodos para predizer a resisténcia
ao cisalhamento das vigas de chapa de ago. Dados dos dois métodos, o
procedimento de Karlsruhe e o procedimento de Lehigh, quando aplicados
as novas vigas de chapa de ago sdo mostradas na Tabela 12. Calcule o
intervalo de confianga para a diferenga de médias populacionais

MWD = 1 — U2. Use vy = 95%.

Vigas \ Método Karlsruhe  Método Lehigh \ Diferenca d

Vigas 1 1,19 1,06 0,12
Vigas 2 1,15 0,99 0,16
Vigas 3 1,32 1,06 0,26
Vigas 4 1,34 1,06 0,28
Vigas 5 1,20 1,06 0,14
Vigas 6 1,40 1,18 0,22
Vigas 7 1,36 1,04 0,33
Vigas 8 1,54 1,09 0,45
Vigas 9 1,56 1,05 0,51

Tabela 12: Previsdes de resisténcia para nove vigas de chapa de ago.



Teste de Hipoteses

Intervalo de confianca para pp = pq — pp.

Intervalo de confianga para pup = py — pe

Solucao
Note que d = X —X» = 0,274, sp = 0,135e n = n; = n, = 9. Primeiro encontramos
os quantis da distribui¢ao t-Student:

> P(tn_1 < t%;n_1) P(tg < to 025; 3) = 2 = 0,025, entéo to 025 = —2,306;
> P(th—1 <tgn_1) = P(ls < fhe758) =1 — 5 = 0,975, entdo fy ¢75 = 2, 306.
Entao, o intervalo de confianga v = 1 — o = 0,95 é dado por

IC(pp,v) = (t“n 1f+DT1—ﬁn 1f+D)

1
= (—2, 306 - e ;35 + 0,274, 2,306 - 0’335 , )

=(0,17;0,38).

Com coeficiente de confianga 95%, a diferenca das médias das previsdes de
cisalhamento esta entre 0,17 e 0, 38 e concluimos que os dois métodos de previsao,
em média, diferentes.



Teste de Hipoteses

Comparando py e pp paran > 40.

Comparacao de p; e p» (especialmente para n > 40).

Sejam
> Xi,1,...,X1,n, valores amostrados da populacéo 1 x; ~ Bernoulli(p;);
> Xo,1,...,Xz,n, valores amostrados da populagéo 1 xo ~ Bernoulli(pz);

» Duas populagdes independentes;
> « é o nivel de significancia (geralmente o = 5%).

Queremos testar as seguintes hipéteses:
> Teste bilateral: Hy : p1 — p2 = Ao € Hi : p1 — p2 # Ao;
> Teste unilateral: Ho : p1 —p2 < Ag e Hy : p1 — p2 > Ao;
> Teste unilateral: Hy : p1 —p2 > Ao e Hy : p1 — po < Ag.

Ideia: Primeiro calculamos a distancia padronizada de p; — p. e
Do=p1 —pe: 2o = 75(‘31‘ _g‘%fﬂ —, em que p = Bt Entgo,
n no
> Teste bilateral: Rejeitamos Hp : p1 — p2 = Ag se |Z| for grande;
» Teste unilateral: Rejeitamos Hy : p1 — p2 < 0 se £ for grande;
> Teste unilateral: Rejeitamos Hp : p1 — p2 > 0 se £, for pequeno.



Teste de Hipoteses

Comparando py e pp para n 3

Comparacao de p; e p» (especialmente para n > 40).

Rejeitamos Hyp; — pz = Ao Se 2o<2; 0U 25213

RC=(20 | 20<2; ou 205214}

Hy Ho Hy

Rejeitamos Ho:p; — p2 = Ag se zp<zq
RC={z0 | 20<2}

Rejeitamos Ho:p; — p2 < A € 2>Z1.q
RC={2) | 20>21-a}

Ho Hy

Fungao densidade

-4 A

Z

(a) Teste bilateral.

Fungao densidade

__4

Za

Z,
(b) Teste unilateral.

Fungéo densidade

A

Zia

Z,
(c) Teste unilateral.

Figura 8: Regido critica para comparar médias de populagdes normais com variancias

desconhecidas e diferentes.



Teste de Hipoteses

Comparando py e pp paran > 40.
Comparacao de p; e p» (especialmente para n > 40).

> Na Figura 8a, testamos Ho : p1 — p2 = Aq versus Hi : p1 — p2 # Ao.
Rejeitamos Hy se zo = —R1=P2=80 ¢ RC = {z, | 2y < za
VR [ {zo] 20 < 25
ou zp > 21,%}, em que ¢ (z%) =3, (t1,%) =1-35e
p=nhin
» Na Figura 8b, testamos HOA: P1 — p2 < Ap versus Hi:p1 — p2 > A
Rejeitamos Hy se zo = —P1=P2=20 ¢ RC = {zy | 2o > Z1_a}, €M
CEEi e {= )
que d(z1_o)=1—aep= 7”1211’%”2;
» Na Figura 8c, testamos Hy 1 — p2 > Ag versus Hi @ p1 — p2 < Ao.
Rejeitamos Hy se zo = —P1=P2=20) _ ¢ RC = {z, | 2 < z.}, €M que
BB [t ] hema
®(2.) = aep= "R,
Chamamos z., Zi—a, zZgezi_g de valores criticos.



Teste de Hipoteses

Comparando py e pp paran > 40.

Comparacao de p; e p» (especialmente para n > 40).

Exemplo

A erva-de-sdo-joao (ou hipérico) tem sido usada para o tratamento
de depressao por séculos. Um pesquisador decidiu estudar da
erva-de-sdo-jodo e escolheu 200 pacientes com depressao aguda:
100 pacientes foram tratados com erva-de-sao-jodo e 100 pacientes
foram tratados com placebo. A distribuicao dos pacientes foram
aleatorias. Ao final do estudo, 19 pacientes com placebo se
recuperam e 27 pacientes tratados com erva-de-sao-jodo se
recuperaram. Existe evidéncia que a proporgao de pessoas
recuperadas com erva-de-sdo-joao € diferente da proporgao de
pessoas recuperadas com placebo? Use a = 5%. Calcule o p-valor.



Teste de Hipoteses

Comparando py e pp paran > 40.

Comparacao de p; e p» (especialmente para n > 40).

Solucao

Seja p; € a proporgéo de pessoas recuperadas usando erva-de-sdo-jodo e p. € a proporgdo de
pessoas recuperadas usando placebo.

Passo 1) Queremos testar as hipéteses: Hy : p1 — po = Ao =0e Hy : p1 — p2 # Do = 0;
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;

1Py +nppy
ny+ny

(P1—Po—A9)

P=P)\/ ar + 7

Passo 3) Rejeitamos Hj se |z = for grande, em que p = . Ou seja,

RC = {zo | 20 < z% ouzy < z1_%};
Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:

> ¢ (Z%) = (201025) = % = 0,025, entao 20,025 = —1,96;

1— % = 0,975, entao 20,975 = 1, 96;

> ¢ (217%) = & (20,975)

Passo 5) Como py = 100_O 27,02 = 100_0 19, ny = np = 100, Ag = 0,

o mby+tnoPp _ 100-0,274100-0,19
P= —hn, T 100+100 =0,23e

b1 —Pp—0 - — = . .
7=kt 02101920 = 3,19 € RC, entdo rejeitamos Hy.

-5,/ L+ 1 /0.23(1=0,23),/ -1+
\/9(1—;7)\/,,1 + g 0,23(1-0,28)/ 5 + 18
Ou seja, ao nivel de significancia o« = 5%, a proporgao de pacientes recuperados com
erva-de-sao-joao e placebo sao diferentes.



Teste de Hipoteses

Comparando py e pp paran > 40.

Comparacao de p; e p» (especialmente para n > 40).

Solucgéao (valor-p)
O valor-p pode calcular através de

p=P(|Zl| > |2]| [ Ho) =2-[1 - (|z])]

Como py = 25 =0,27, o = 15 = 0,19, ny = N, = 100, Ap = 0,
£ — Mmbi+mby _ 100-0.27+1000.19 _ g o3 o

P= =0 100+100
Pi—Po—A 27-0,19—
20 = (P1—=Po—Rg)  _ (0,27-0,19-0)

= = - 1 1
VB(=), [+ 7 /0,23(1-0,23),/ 185+ 15

p=2[1-o(|z)]
=2[1 - ®(3,19)]
=2[1 — 0,9993]
=0,0014.

= 3,19, o valor-p é dado por

Como p =0,0014 < a = 0,05, rejeitamos Hy, e a proporgao de pacientes
recuperados com placebo e erva-de-sao-joao sao diferentes.



Teste de Hipoteses

Comparando py e pp paran > 40.

Comparacao de p; e p» (especialmente para n > 40).

Exemplo

Um experimento tem o objetivo de avaliar a eficacia de uma cirurgia
em homens diagnosticados com cancer de préstata. 347 homens
diagnosticados com cancer de préstata tiveram esta cirurgia e 18
destes morreram, e 298 homens diagnosticados com cancer de
prostata nao tiveram esta cirurgia e 31 morreram. Existe evidéncia
de que esta cirurgia diminui a taxa de mortalidade em homens
diagnosticados com cancer prostata? Use o = 5%. Calcule o valor-p.



Teste de Hipoteses

Comparacao de p; e p» (especialmente para n > 40).

Solucao
Seja p1 € a proporgao de homens diagnosticados com cancer que fizeram a
cirurgia e p» é a proporgao de homens diagnosticados com cancer que nao
fizeram a cirurgia.
Passo 1) Queremos testar as hipéteses: Hy : p1 —p2 > Ag=0¢€
Hi:pi —p2 < Ag =0;
Passo 2) Nivel de significancia o = 5%;
Passo 3) Rejeito Hy se zp = — PizbeBo  for pequeno. Ou seja,
b1 (475

RC={z|2 < z.};
Passo 4) Vamos calcular o valor criticos:

> o (Za) = (20705) =a = 0,05, entdo 2,05 = —1,65;

Passo 5) Como ny = 347, n, = 298, p = 72 = 0,05, b, = 2 = 0,10,
— 0. P = MPrtnopy _ _ 0,05-0,10—-0 _
Do =0, p="mor 0,08¢e z N e 2,33 ¢ RC,

entao rejeitamos Hp.
Ou seja, ao nivel de significancia « = 5%, a cirurgia diminui a taxa de
mortalidade de homens com cancer de prostata.



Teste de Hipoteses

Comparando py e pp paran > 40.

Comparacao de p; e p» (especialmente para n > 40).

Solugao (valor-p)
O valor-p é calculado por

P = P(Z()<Zo ‘ Ho):¢(Z()).

Como ny =347, n, =298, Py = 72 = 0,05, po = 2 = 0,10, Ag =0,

p= mbitml2 _ 0 08 e z 0,050,100 = —2,33, entdo o valor-p é
P="nn 0 /0.08(1-0,08) (517 + 23 ) T P
dado por

p=®(—2,33) = 0,0099.

Como p = 0,009 < « = 0,05, entdo rejeitamos Hy. Ou seja, ao nivel de
significancia a = 5%, a cirurgia diminui a taxa de mortalidade entre homens
com cancer de prostata.



Teste de Hipoteses

Comparando py e pp paran > 40.

Comparacao de p; e p» (especialmente para n > 40).

Exemplo

Um pesquisador deseja comparar duas proporgdes populacionais,ou seja,
este pesquisador deseja decidir entre as hipbteses: Hy : p1 —p2 < Ag=0¢€
Hi : p1 — p2 > A = 0. Algumas informagdes deste experimento esta na
Tabela 13. Complete a Tabela 13. Ao nivel de significancia a = 5%, qual a
decisao do pesquisador? Calcule o valor-p.

m ‘ ne ‘ N o Moo

250 | 300 | 147 52

Zy | a | Decisdo | valor-p
| 5% | |

Tabela 13: Algumas informagdes sobre experimentos.



Teste de Hipoteses

Comparando py e pp paran > 40.

Comparacao de p; e p» (especialmente para n > 40).

Solucao
Passo 1) Queremos testar as seguintes hipéteses:
Ho:p1 —p2<Ag=0eH;:p1 —p2> A =0;
Passo 2) Nivel de significancia oo = 5%;
Passo 3) Rejeitamos Hy se zg = ——P21=P2=8¢__ for grande.
p(1-p) (+7)

Ouseja, RC ={2y | Zp > Z1_4};
Passo 4) Vamos encontrar o valor critico:

> D(z1_,)=0 (20’95) =1-a=0,95, entdo Zp o5 = 1,65;
Passo 5) Como ny = 250, n, = 300, py = 325 = 0,59,
po=22=0,17,p=0,36 €
20 = 0,59—0,17

=10,22 € RC, entéo rejeitamos
1/0,36(1-0,36)(1/250+1/300)
Hg.




Teste de Hipoteses

Comparando py e pp paran > 40.

Comparacao de p; e p» (especialmente para n > 40).

Solugao (valor-p)
O valor-p é calculado através de

P=P(Z>2|H)=1-(2).
Como ny = 250, np = 300, P = 342 = 0,59, po = 22 =0,17,p=10,36 €

20 = 0.59-0,17 =10, 22, entdo o valor-p é dado por
/0,36(1—0,36)(1/250+1/300)

p=1-®(z)
—1-0(10,22)
=11
=0.

Como p =0 < a = 0,05, rejeitamos Hp.



Teste de Hipoteses
Comparando py e pp paran > 40.

Intervalo de confianca para diferencas de proporgoes: py — po.

Intervalo de confianga para p; — po.

Sejam
> Xi,1,...,X1,n, valores amostrados da populagao 1 Xy ~ Bernoulli(p:);
> Xa1,...,Xz,n, valores amostrados da populagdo 2 Xz ~ Bernoulli(pz);

> Xi e Xo sdo independentes;
> v =1 — « é o coeficiente de confianga. (Geralmente, v = 95%).

N Zy— __Pi=Pe=80  _ N(O.1). e
ote que % e (0, 1),
ﬂ1 + ﬂ2
fmaplegc PPz,
2 (1 P1) P2(1 Pz) 2

a- - 1T = py) X
,P<z(, ial Sl Dl YN Po<pi—pp<z_ o, | p=p2) o )

Note que max{p:(1 — p1); p2(1 — p2)} < 1, entdo o intervalo de confianca
para up = 1 — pe com coeficiente de confianga v = 1 — « é dado por

/C(,D1 P2; _<g”n1+ng+p1_ P2; \(n*1+*+p1— >




Teste de Hipoteses
Comparando py e pp paran > 40.
Intervalo de confianca para diferencas de proporgoes: py — po.

Intervalo de confianga para p; — po.

Exemplo

Considere o processo de fabricagao de rolamentos do virabrequim e
a equipe de controle de qualidade coletou 85 pegcas com 10
defeituosas. Entao, um engenheiro modificou as especificagoes das
maquinas e da linha de producéo e coletou outras 85 pecgas e 8
pecas foram defeituosas. Construa um intervalo de confianga para
p1 — p= com coeficiente de confianca v = 95%. Interprete.



Teste de Hipoteses
> 40.

Comparando py e pp paran >
Intervalo de confianca para diferencas de proporcées: py — po

Intervalo de confianga para p; — po.

Solugao
Primeiro encontramos os quantis da distribuicao normal padrao
= 0,025, entdo zp,005 = —1, 96;

n|R

> (z%) =& (20,025) =

> ¢(Z17%) =& (2,975) =
85, b = 2 = 0,12, p» =

= O 975, entao 20,975 = 1 96

1-45=
= 0,09. Entao, o intervalo
de confianga v =1 — a = 0,95 é dado por

IC(p1 — p2,7) = ( \/n—1+n—2+p1f \/n—1+—+p1f >
1,96 1 1,96 [1 1
_< 2 \/85 85 2 Vg5 a5 701200

=(-0,12;0,18).
Como 0 € IC(p1 — p2; 95%) = (—0,12;0, 18), entdo concluimos que a
modificacdo proposta pelo engenheiro ndo diminuiu a proporgao de

rolamentos de virabrequim defeituosos.

Note que 1 = n =

\SP




Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis qualitativas

Associagao entre variaveis qualitativas.

Objetivo

Sejam X e Y duas variaveis qualitativas com valores possiveis:
> X: A, A, LA
> Y:Bi,Bs, -, Bs.

Desejamos estudar a associagao entre X e Y.

O que € associacao entre X e Y?
Suponha que f; - 100% dos elementos da populagao tenham valor de X igual
a Ai. Entdo, X e Y séo

nao associados se ao conhecermos o valor de Y para um elemento da
populagao, continuamos com o valor f; - 100% de chance do
individuo ter valor de X igual a A;;

associados se ao conhecermos o valor de Y para um elemento da
populacao, alteramos o valor f; - 100% de chance do individuo
ter valor de X igual a A;;



Teste de Hipoteses

Associacdo entre variaveis qualitativas

Exemplo de associagao

Um pesquisador interessado em estudar a associagao entre Cancer e o
tabagismo coletou uma amostra com 300 individuos e obteve a tabela de
distribuicao de frequéncia conforme Tabela 14. Vocé diria que as duas
varigveis esto associadas?

Tabela 14: Tabela de contingéncia entre Cancer e Tabagismo.

| Cancer |
Tabagismo | Nao Sim | Total
Nao-Fumante | 200 0 200
Fumante 0 100 | 100

Total | 200 100 | 300




Teste de Hipoteses

Associacdo entre variaveis qualitativas

Exemplo de associagao: solugao

Precisamos de uma referéncia e podemos calcular a frequéncia relativa ao

total das colunas ou total das linhas. Neste exemplo, vamos usar o total das
linhas.

Tabela 15: Tabela de contingéncia com frequéncia relativa ao total das linhas.

\ Cancer (Y) \
Tabagismo (X) | Nao Sim | Total
Né&o-Fumante % -100 = 100% % -100 = 0% % -100 = 100%
Fumante 5 - 100 = 0% 190100 = 100% | 1% .100 = 100%
Total | 250.100 =66,67% 32 -100 = 33,33% | 2% -100 = 100%

Note que a probabilidade de um individuo ter cancer € 33, 33%, mas

» Se o valor de Y é igual “Nao-Fumante”, entao a probabilidade do
individuo ter cancer é 0%;

> Se o valor de Y ¢ igual “Fumante”, entdo a probabilidade do indviduo ter
cancer € 100%.



Teste de Hipoteses

— Associagdo entre variaveis qualitativas

Exemplo de associagao: solugao

Associagao entre Cancer e Tabagismo.

100%
75%
€
[0}
g Cancer
g 50% I Nao
o B Sim
IS
o
25%
0%
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Teste de Hipoteses

Associacdo entre variaveis qualitativas

Exemplo de ndo associagao

Um pesquisador esta interessado em estudar a associacao entre Género e
Tabagismo. Para isso, ele coletou uma amostra de 300 de elementos da
populagao e obteve a tabela contingéncia na Tabela 16.

Tabela 16: Tabela de contingéncia entre Género e Tabagismo.

| Género \
Tabagismo | Homem Mulher | Total
Nao-Fumante 80 40 120
Fumante 120 60 180

Total | 200 100 | 300




Teste de Hipoteses

Exemplo de ndo-associagao: solugao

Precisamos de uma referéncia e podemos calcular a frequéncia relativa ao

total das colunas ou total das linhas. Neste exemplo, vamos usar o total das
colunas.

Tabela 17: Tabela de distribuigdo de frequéncia relativa ao total das colunas.

| Género (Y) \
Tabagismo (X) | Homem Mulher | Total
N&o-Fumante 1*; -100 = 40% ‘ZTE" -100 = 40% % -100 = 40%
Fumante 12.100=60% 2 -100=60% | Jo -100 = 60%
Total | 258.100 =100% 1% -100 = 100% | 322 .100 = 100%

Note que a probabilidade de um individuo ser Fumante é 40%, mas

» Se o valor de Y é igual Homem, entao a probabilidade do indviduo ser
Fumante é 40%;

» Se o valor de Y é igual Mulher, entao a probabilidade do indviduo ser
Fumante é 40%.



Teste de Hipoteses

— Associagdo entre variaveis qualitativas

Exemplo de associagao: solugao

Associagao entre Género e Tabagismo.

100%
66,67%
£
[0
2 Género
‘QE; 50% I Feminino
2 B Masculino
S
o
25%
0%
Fumante N&o-Fumante
Tabagismo

Figura 10: Representagdo da tabela 17 usando gréfico de barras.
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Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis qualitativas

Propriedade de nao associagao

Tabela 18: Tabela de contingéncia: Tabela 19: Tabela de contingéncia:

frequéncia observada. frequéncia esperada.
| Género | \ Género |
Tabagismo | Homem Mulher | Total Tabagismo |  Homem Mulher | Total
N&o-Fumante 80 40 120 N&o-Fumante - 120
Fumante 120 60 180 Fumante 180
Total | 200 100 | 300 Total ‘ ‘ 300

Propriedade importante: No contexto de nao associagao, as tabelas de

distribuicao de frequéncia observada e a tabela de distribuicao de frequéncia
esperada sao iguais.



Teste de Hipoteses

Associacdo entre variaveis qualitativas

Associacao

Considere um estudo exploratério que estuda a recuperagao funcional de
pacientes submetidos a uma certa classe de atos cirirgicos em cinco
hospitais. Os hospitais A, B, C, D sdo hospitais comuns e o hospital £ € um
hospital de referéncia que recebe hospitais mais greves. Obtemos a seguinte
tabela de contingéncia descrita Tabela 20. As duas variaveis estao
associadas?

Tabela 20: Tabela de contingéncia.

| Recuperacéo funcional

Hospital | Nenhuma  Parcial Completa | Total
A+B+C+D 47 120 118 285
E 43 29 10 82

Total \ 90 149 128 | 367




Teste de Hipoteses

Associacdo entre variaveis qualitativas

Solugao

Primeiro, vamos construir a tabela de contingéncia com frequéncia relativa
em relagao ao total das linhas conforme Tabela 21.

Tabela 21: Tabela de contingéncia relativa ao total das linhas.

| Recuperagao funcional \

Hospital | Nenhuma  Parcial Completa | Total
A+B+C+D 16,5% 42.1% 41,4% 100%
E 52,4% 35,4% 12,2% 100%

Total ‘ 24,5% 40,6% 34,9% ‘100%




Teste de Hipoteses

— Associagdo entre variaveis qualitativas

Solugao

Figura 11: Associagao entre Recuperagao Funcional e Hospital.
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Teste de Hipoteses

Associacdo entre variaveis qualitativas

Teste de associacao

Considere duas variaveis qualitativas X e Y com valores possiveis:
> X A1,A27--- ,Ar;
> Y: B1,Bz,~~~ ,Bs;

com tabela de contingéncia conforme tabela abaixo

| Y |
X ‘ B B> s Bs ‘ Total
Ay My M2 - Ihs n.
Ao | M2y M2 oo s | N
A N Nr2 Nrs ny
Total | ny ny ns | n
em que
> =g, P=1,2,-00 1
> onj=mit+nte 40y, j=1,2,-8

» n. é otamanho da amostra.



Teste de Hipoteses

Associacdo entre variaveis qualitativas

Teste de associacao

Desejamos testar se X e Y sao independentes, ao nivel de significancia a.
Passo 1) Vamos testar as hipéteses:

Ho : As duas variaveis ndo estao associadas;
H, : As duas variaveis estao associadas.

Passo 2) Nivel de significancia « fixado pelo pesquisador.
Passo 3) Sob Hj, teriamos a tabela de contingéncia conforme Tabela 22.

Tabela 22: Tabela de contingéncia sob Hp.

| Y

X ‘ By B, Bs
m.- Ny m.-n2 * M. -Ns

A ny = ny, = nt. =

1 11 . n“n 12 . n“n s . n“n

2. - N 2. - N2 2. N.s

A | nyy = sy = e Mg = ——=

21 n 22 n 25 n

ne. - Ny ne. - Na ne - N,

A | oy == np=— e M= ——=2




Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis qualitativas

Teste de associacao

Passo 3) (conhnuagao) Se X e Y sao independentes (sob Hp), temos que
nijfn,j, i=1, ,r,j=1,...,s. Note que se,
*\2

(ny —
Y forem pequenas, decidimos por Hy;

> Se as distancias
%2

(nj —
y forem grandes, decidimos por Hy;

»  Se as distancias

entdo calculamos uma medida chamada qui-quadrado

2 .12 .2
(1 — nfy) (M2 — nyy) (ms — i)
2 _ ) M) Ly e S
N N2 Ms
(n21 — n31)? (2 — n3,)? (n2s — n36)?
+ " 21 + " 22 4.+ %25_*_
M M2 Ms

2 2 2
: (N — n:1) 1 (N2 — ”,*2) T (nrs — ”;s)

* * *
nr ) Mrs

> Se X2 for pequeno (X2 < X¢), decidimos por Hp;
> Se x? for grande (x2 > X¢), decidimos por Hy;

e aregido critica é da forma RC = {X2 | XZ > Xc}.



Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis qualitativas

Teste de associacao

Passo 4) Pode-se provar que x> tem distribuicio qui-quadrado com
(r—1)-(s—1) graus de liberdade.
Precisamos achar o valor critico:

a= P(H: | Ho) = P(X%r—1)-(s—1) > X?—a;(r—1)-(s—1) | Ho)
=1-PO® <X ar_1)(s—1))

e P(x* < X12—a;(r—1)-(s—1)) =1-o
Passo 5) Verificar se a x> € RC para decidir entre Hy e H.

Valor-p Suponha que o valor de qui-quadrado seja Q e seja X uma variavel
aleatéria com distribuicao qui-quadrado com (r — 1) - (s — 1) graus de
liberdade. Calculamos o p-valor através

p=PX>x*|H)=1- P(X(Zr—1)~(s—1) <x%).



Teste de Hipoteses

Associacdo entre variaveis qualitativas

Teste de associacao

Exemplo

Considere um estudo exploratério que estuda a recuperagao funcional de
pacientes submetidos a uma certa classe de atos cirlrgicos em cinco
hospitais. Os hospitais A, B, C, D sdo hospitais comuns e o hospital £ € um
hospital de referéncia que recebe hospitais mais greves. Obtemos a seguinte
tabela de contingéncia conforme Tabela 23. As duas variaveis estao
associadas ao nivel de 5%?

Tabela 23: Tabela de distribuigcao de frequénia conjunta.

| Recuperagao funcional \
|

Hospital Nenhuma Parcial Completa \ Total
A+B+C+D 47 120 118 285
E 43 29 10 82

Total 90 149 128 | 367




Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis qualitativas

Teste de associacao

Solucao

Passo 1) Desejamos testar as seguintes hipoteses
» Hp : as duas variaveis ndo sao associadas;
» H, : as duas variaveis estdo associadas.

Passo 2) Nivel de significancia o = 0, 01.

Passo 3) Rejeitamos H, se x? for grande. Ou seja,
RC ={x*|x*> X?—a;(r—1)~(s—1)}'

Passo 4) Vamos encontrar o valor critico:

> P (X?rq)-(sq) < Xia;(rq)-(sq)) =P (X%zq)»(sq) < Xffa;(r71)<(sf1)) =
1—a=0,99, entdo x5 g9 = 9, 2103404



Teste de Hipoteses

Associacdo entre variaveis qualitativas

Teste de associacao

Passo 5) Agora calculamos a tabela de contingéncia esperada.

Tabela 24: Tabela de contingéncia esperada.

| Recuperagéo funcional |
|

Hospital Nenhuma Parcial Completa | Total
A+B+C+D 9%%85 = 69,89 143%2785 = 115,71 122%3%85 =99,40 | 185
90-82 _ 149-82 __ 128-82 __
E Bef = 20,11 1522 = 33,29 532 = 28,60 | 82
Total | 90 149 128 | 367
Entdoo x2 é
> (47 -69,89)% (115,71 —120)> (99,40 — 118)?
N 69, 89 115,71 99,40
(20,11 —43)2 (29 -33,29)2 (28,60 —10)2 49.84
20, 11 33,29 28,60 o

Como x? = 49,84 > X 49, = 9,2103404, entdo x? € RC e rejeitamos Hy.

Entéo, ao nivel de significancia 1%, o tipo de hospital e a recuperagao estao
associadas.



Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis qualitativas

Teste de associacao

Solucéao (valor-p)
O valor-p é dado por

p=Fr (X2 > X5bs | Ho) =1-P (Xfrq)-(sq) < thJbs) ;

em que 2, é o valor observado da medida qui-quadrado da amostra.
Note que x2,s = 49, 84, entéo o valor-p é dado por

p=1-P (X(Z,_1)A(s_1) < ngs)
1 —P(Xg §49,84)

=1-1
=0.

Como p =0 < a = 0,01, e rejeitamos Hy. Ou seja, ao nivel de significancia
a = 0,01, as duas variaveis qualitativas estdo associadas.



Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis quantitativas

Associagao entre variaveis quantitativas.

Objetivo
Checar a associagdo entre duas varidveis quantitativas estdo associadas, usando:
» gréfico de dispersao;
> coeficiente de correlagéo linear de Pearson;
> teste de associagéo;
» Intervalo de confianga para o coeficiente de correcao linear de Pearson.

Exemplo

Considere uma amostra com 10 funcionarios e suponha que coletamos duas variaveis:
P> X: Anos de servigos;
» Y: Nimero de clientes.

Os dados estao mostrados na Tabela 25.

Agente | Anos de servico (X) | Namero de clientes (Y)

A 2 48
B 3 50
C 4 56
D 5 52
E 4 43
F 6 60
G 7 62
H 8 58
| 8 64
J 10 72

Tabela 25: Amostra de 10 corretores de seguros.



Teste de Hipoteses

Associagao entre variaveis quantitativas

Solucao

72 °

2 3 4 5 6 7 8 10
Anos de servico

Figura 12: Grafico de dispersao: associagao positiva



Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis quantitativas

Associagao entre variaveis quantitativas

Exemplo

Numa pesquisa feita com 10 familias com renda bruta mensal entre 10 e 60
salarios minimos, mediram-se:

X renda bruta mensal (expressa em nimero de salarios
minimos);
Y aporcentagem da renda bruta anual gasta com assisténcia
médica.
Os dados estao na Tabela 26.

Familia | X | Y

CTIOTMUO >
n
@
o
o

Tabela 26: Renda bruta mensal (X) e porcentagem da renda gasta em satde (Y) para
10 familias.



Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis quantitativas

Associagao entre variaveis quantitativas

Solugao

oo® N N N
toN o v B

Porcentagem da renda
gasta com saude
[=2]
o

aien
oo,

12 16 18 20 28 30 40 48 50 54
Renda bruta mensal

Figura 13: Grafico de dispersdo: associagdo negativa



Teste de Hipoteses

Associagao entre variaveis quantitativas

Exemplo

Oito individuos foram submetidos a um teste sobre conhecimento de lingua
estrangeira e, em seguida, mediu-se o tmepo gasto para cada um aprender
a operar uma determinada maquina. As variaveis medidas foram:

X resultado obtido no teste (maximo = 100 pontos);

Y tempo, em minutos, necessario para operar a maquina
satisfatoriamente.

Os dados estao na Tabela 27.

Individuo | X Y

A 45 343
52 368
61 355
70 334
74 337
76 381
80 345
90 375

IOTMMOO®m

Tabela 27: Amostra de familias.



Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis quantitativas

Associagao entre variaveis quantitativas

Solucao

381 .
375 °

w
(%}
o
[ ]

Tempo para aprender
a operar a maquina
&
[}
[ ]

(&% ou]
e
o
L]
[ ]

337 °
334 .

45 52 61 70 7476 80 90
Nota no teste

Figura 14: Gréfico de disperséo: associagao nula



Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis quantitativas

Coeficiente de correlacao linear de Pearson

Coeficiente de correlacido de Pearson

Podemos resumir a associagdo entre duas varidveis quantitativas em trés casos (para variaveis
padronizadas — subtrair a média e dividir pelo desvio padrdo):

Figura 15: Figura 16:

Associagdo positiva. A maioria dos pontos Associagdo negativa. A maioria dos pontos

estao no primeiro e no estao no segundo e

terceiro quadrantes e a quarto quadrantes e a

maioria das maioria das
multiplicagdes das multiplicagbes das

coordenadas destes coordenadas destes
pontos sao positivas. pontos sdo negativas.

Figura 17: Associagao nula.

Uma igual proporgédo de pontos
estao no primeiro, no segundo e
no terceiro quadrantes.




Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis quantitativas

Coeficiente de correlacao linear de Pearson

Coeficiente de correlacdo linear de Pearson

Motivagao

Xi—X i Vi~
Consideramos as variaveis padronizadas z; = dp( Yol = 1,...,new; = vy ©
multiplicamos as coordenadas z; - w;,i = 1,...,n. Se:

» A maioria dos valores z; - w;,i = 1,..., n sdo positivos, entao a associagao &
positiva. Ou seja, se a média dos valores z; - w;, i = 1,..., n é positiva, a
associagao é positiva.

» A maioria dos valores z; - w;,i = 1, ..., n sdo negativos, entao a associagédo é
negativa. Ou seja, se a média dos valores z; - w;,i = 1,...,n é negativa, a
associagao é negativa.

> Se aproximadamente 50% dos valores z; - w;, i = 1,..., n s@o negativos e 50%
dos valores sao positivos, entdo a associacao é nula. Ou seja, se a média dos
valores z; - w;, i = 1,..., n é aproximadamente zero, entdo a associagao é nula.

Definicao

Definimos o Coeficiente de Correlagao Linear de Pearson por
—X Yo X =Y
R R R R T .
n

><

X1—

r = Corr(X, ¥) = X




Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis quantitativas

Coeficiente de correlacao linear de Pearson

Coeficiente de correlacdo linear de Pearson

Propriedades

> r=Corr(X,Y) e [-1,1];

> r = Corr(X,Y) = 0 se, e somente se, X e Y ndo estao associadas;

» r = Corr(X,Y) > 0se, e somente se, X e Y estao positivamente associadas;

> r = Corr(X,Y) < 0se, e somente se, X e Y estdo negativamente associadas;
Sy — nxy

> r=Corr(X,Y) y — Y m que

= e
/(S = 1%2)(S,2 — ny?)

> Sy = X1y1 + Xay2 + - - + Xn¥n;
> S =x2+ x5+ + X5
ST I BONNY )

Regra de ouro

Corr(X,Y) Tipo de Associacéo | | Corr(X,Y) Tipo de Associacdo
(0,8;1] Forte associagao positiva [-1;-0,8) Forte associagao negativa
(0,2;0,8] Associagao moderada positiva [-0,8;-0,2)  Associagdo moderada negativa
[0;0,2] Associagdo nula [—0,2;0] Associagdo nula




Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis quantitativas

Coeficiente de correlacao linear de Pearson

Coeficiente de correlacido de Pearson

Exemplo
Considere as variaveis X: anos de servico e Y: nimero de clientes da
Tabela 28. Calcule o coeficiente de correlagao.

Solucao
Note que x = 5,7, y = 56,5, dp(X) = 2,41 e dp(Y) = 8,11.

Agente | X Y |Z=X% w=2XF|z-w
A 2 48 | -154 -1,05 1,61
B 3 50 | 1,12 -0,80 0,90
c 4 56 | 071 -0,06 0,04
D 5 52| -029 -0,55 0,16
E 4 43| 07 -1,66 1,17
F 6 60 0,12 0,43 0,05
G 762 0,54 0,68 0,37
H 8 58 0,95 0,18 0,18
I 8 64 0,95 0,92 0,88
J 10 72 1,78 1,91 3,41
Total |57 565| 0 o | 877

Tabela 28: Calculo do coeficiente de correlacéo linear de Pearson.

8,77

Entao r = = 0,88 e as variaveis X e Y estao positivamente e

fortemente associadas.




Teste de Hipoteses

Associacdo entre variaveis quantitativas

Coeficiente de correlacao linear de Pearson

Coeficiente de correlacdo linear de Pearson

Exemplo

Esta sendo estudado o efeito do teor de ferro na capacidade de vigas de
concreto. Os da Tabela 29 apresentam os resultados obtidas em uma
amostra. Desenhe o gréafico de dispersao e calcule o coeficiente de
correlagao entre as duas variaveis.

X: ferro(% peso) \5,4 68 69 73 77 81 82 85 86 89
Y:Carga (ton./m?) | 21 22 29 29 30 31 31 31 34 35

Tabela 29: Amostra com 10 vigas.

Note que Sy = 76,4, Sy = 29,3, S, = 593,86, S, = 87,71 e
S,y = 227,85.



Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis quantitativas

Coeficiente de correlacao linear de Pearson

Coeficiente de correlacdo linear de Pearson

Solucao
Figura 18: Gréafico de dispersao
entre Xe Y. Note que X = — = 8¢ =7 64

35 3 ey= SY = = 2,93, entao

A _ Sxy — nXy
3.0 r=
> ® \/(S —nx)(S,2 — ny)
25 7 227,85 —10-7,64 - 2,93
. /(593,86 — 10 - 7,642)(87,71 — 10 - 2,932)
=0,92.
2076 7 8 9 ’

Notamos no grafico de dispersao que as variaveis X e Y estao positivamente
associadas, ou seja, quanto maior a porcentagem de ferro maior a
capacidade da viga. Além disso, o coeficiente de correlagao linear de
Pearson € 0,92 e temos uma forte associagao positiva entre as variaveis.



Teste de Hipoteses

Associagao entre varidveis quantitativas

Coeficiente de correlacao linear de Pearson

Teste de hipbteses para p.

Sejam
> Xy1,...,X1,n valores amostrados da populagéo 1 x; ~ N(u1, 012);
> Xo1,...,Xe n, valores amostrados da populagéo 1 xo ~ N(uz, ag);

r 1— ' n=3
Imear de Pearson populacional;

> Zin (‘*’) ~N (% In (1+p) ! ) em que p é o coeficiente de correlagao

> f(x)=73In (‘*X) é chamada de transformacéo Z de Fisher;

> « é o nivel de significancia (geralmente o = 5%).
Queremos testar as seguintes hipoteses:
> Teste bilateral: Hy : p = pg € Hy : p # po;
> Teste unilateral: Hy : p < pg € Hy : p > po;
> Teste unilateral: Hy : p > pg € Hi : p < po-
bn() - n(+=22)
V/1/n—3

> Teste bilateral: Rejeitamos Hy : p = pg se |Z| for grande;

Ideia: Primeiro calculamos Zp = . Entao,

> Teste unilateral: Rejeitamos Hy : p < pg se £, for grande;
> Teste unilateral: Rejeitamos Hy : p > pg se Z; for pequeno.
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Teste de hipbteses para p.

Rejeitamos Ho:p = po se 2o<2; 0U 20>21. Rejeitamos Ho:p = pg se zp<zq Rejeitamos Ho:p = pg se 2p>Z1.q

RC=12 | 29<2 ou 20> 214) RC={2 | 20<2]} RC={2 | 20>21-a)

Hy Ho Hy Ho Hy

Fungdo densidade
Fungao densidade
Fungéio densidade

A | N |4 A

7 7 Zg Zia
2 2

Z

(a) Teste bilateral. (b) Teste bilateral. (c) Teste bilateral.

Figura 19: Regido critica para o teste de correlagao linear de Pearson.
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Teste de hipbteses para p.

» Na Figura 19a, testamos Hyp : p = po versus Hi : p # po. Rejeitamos Hy

1 |n( 1+r) 1 (:i;;%)
1/n—3

que ¢ (z%) =35ed (21,%) =1-3

se zp = €ERC={z|2<zgouz>z_g} em

» Na Figura 19b, testamos Hp : p < po versus H; : p > po. Rejeitamos Hp
En(9) - (%)

A\/1/n-3
¢(Z1,a) =1—-q;

se zp = € RC={z |20 > zi_a}, em que

» Na Figura 19c, testamos Hy : p > po versus Hi : p < po. Rejeitamos Hy
En(26) 4 n(7258)
\/1/n—3

¢(Z1,a) =1-oq.

Za, 21—, Zg € Z1-g sdo chamados de valores criticos.

se Zp =

€ RC={zy| 20 < zo}, em que
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Teste de hipbteses para p.

Exemplo

Esta sendo estudado o efeito do teor de ferro na capacidade de vigas de
concreto. Os dados da Tabela 30 apresentam os resultados obtidas em uma
amostra. As duas varidveis estdo correlacionadas? Use o = 5%. Calcule o
valor-p.

X:ferro(% peso) |54 68 69 73 77 81 82 85 86 89
Y:Carga (ton. /m?) | 21 22 29 29 30 31 31 31 34 35

Tabela 30: Amostra com 10 vigas.

Note que Sy = 76,4, Sy = 29,3, S, = 593,86, S, = 87,71 e
S,y = 227,85.
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Teste de hipbteses para p.

Solugao

Passo 1) Queremos testar as seguintes hipoteses: Hy : p=po =0e
Ho : p # po = 0;

Passo 2) Nivel de significancia o = 5%);

Pin($2)-fm(1222)
\/7,

Passo 3) Rejeitamos H, se | %] =

for grande. Ou seja,

RC = {zo | z0 < zZgouzi_g < zo};
Passo 4) Vamos encontrar os valores criticos:

> o (z%) = O (20,025) = & = 0,025, entdo zo.025 = —1,96;

> & (21_%) = & (20,975)

n|R

1 -5 =0,975, entdo z 975 = 1, 96.

2 2 —
Passo 5) Como r =0,92,p0=0,n=10e 4 = Vn—3 -
1 In( 1+0,92)77 ( 1+0
210 = 4,20 € RC, entio rejeitamos Hy.
V/1/10-3

Ou seja, ao nivel de significancia a = 5%, as duas variaveis estao
associadas.
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Teste de hipbteses para p.

Solugao (valor-p)
O valor-p é dado por

p=P(|2] > |z]) =2-[1 = (|2])].

Tin( 220 1 o ( Heo
2'“( —r) 2'"(17p0

A\/1/n—3

= 4,20, o valor-p é dado por

Comor=0,92,p0=0,n=10e 4 =

1 140,92 1 140
H '“(170’,92)*2 In(£5

V/1/10-3

p=2-[1-%(|z|)]
=2-[1—®(4,20)]
=2-[1-1]
=0.
Como p =0 < a = 0,05, rejeitamos Hy. Ou seja, ao nivel de significancia

a = 5%, o teor de ferro esta associada com a capacidade das vigas de
concreto.
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Teste de hipbteses para p.

Exemplo
Considere uma amostra com 10 funcionarios e suponha que coletamos duas
variaveis:

» X: Anos de servigos;

> Y: Numero de clientes.

Os dados estao mostrados na Tabela 31. O coeficiente de correlagdo linear
de Pearson é maior que 0,5? Use a = 5%. Calcule o valor-p.

Agente | Anos de servigo (X) | Nimero de clientes (Y)

A 2 48
3 50

C 4 56
D 5 52
E 4 43
F 6 60
G 7 62
H 8 58
| 8 64

J 10 72

Tabela 31: Amostra de 10 corretores de seguros,
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Teste de hipbteses para p.

Solucao

Passo 1) Queremos testar as seguintes hipoteses: Ho : p < po =0,5¢e
Hi:p>po=0,5;

Passo 2) Nivel de significancia a = 5%;

1 14r)_ 1 1+pg
2 '”(1—r)*§ '”(1—,70

A\/1/n—3
RC={z |20 > z1—_a};

Passo 4) Vamos encontrar o valor critico:
> ¢ (21,,1) =o¢ (20795) =1-—a=0,95, entdo 295 = 1,65;

1 14r)_ 1 1+p0
"(14) 2 '“(17;)0

51
Passo 5) Comor =0,88,p0 =0,5,n=10e 4, = s

1 140,88\ _ 1 (1405
H |"<1—0,88)72 '”(170',5

V/1/10-3
Ou seja, o nivel de significancia o = 5%, a coeficiente de correlagao linear
de Pearson é maior que 0, 5.

Passo 3) Rejeitamos Hp se 2y = for grande. Ou seja,

) = 2,19 € RC, entao rejeitamos Hp.
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Teste de hipbteses para p.

Solugao (valor-p)
O valor-p é dado por

P = P(Z() > 2y | Ho) =1- ¢(Z()).

1 14r 1 1+po
Im(i5)-3m(=8

\/1/n—3

Comor=20,88,p0=0,5n=10e 4 =

1 140,88 1 140,5
5 In( )7§|n(

1-0,88 1—0,5) _ 5 A
Vo= = 2,19, entdo o valor-p é dado por
p=1-— ¢(Zo)
=1-d(2,19)
=1-0,9857
=0,0143.

Como p =0,0143 < a = 0,05, rejeitamos Hy. Ou seja, a correlagao linear
de Pearson é maior que 0,5 ao nivel de significancia o = 5%.
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Teste de hipbteses para p.

Exemplo

Imagine que um pesquisador deseja checar se duas variaveis aleatérias — X
e Y — com distribuicdo normal tem associacao forte e negativa. Algumas
informagdes estao na Tabela 32. Complete esta tabela. Ao nivel de
significancia a = 5%, as duas variaveis estao fortemente e negativamente
associadas? Use a = 5%. Calcule o valor-p.

2

Sx sy Sk s Sy
-0,49 ‘ 2004,01 ‘ 942,57 ‘ 4960,45 | -934,66
n a | Decisdo | valorp | Z

1000 | 0,05 | | |

Tabela 32: Algumas informagdes do experimento
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Teste de hipbteses para p.

Solucao
Passo 1) Queremos testar as hipéteses: Hy : p > —0,8 e H; : p < —0,8;
Passo 2) Nivel de significancia « = 5%j;
- bim(£2) - n(122)

Passo 3) Rejeitamos H, se 4, = s
RC={z| 20 < za};
Passo 4) Vamos encontrar o valor critico:

> o (Za) =0 (20,05) == 0, 05, entao 20,05 = -1 R 65.

for pequeno. Ou seja,

Como, X = —0,049 y = 200,401, r = WY
\/(szfn'X )(s,2=n-72)
—934,66—10-(—0,049)-(200,401) — 0,9896, po = —0,8,n=10¢
/(942,57—10-(—0,049)2)(4960,45—10-(200,401)2)
%In(%)féln(:t/;%) — %'"(yig,’gggg)‘%'”(ﬁgg) = _4.04 c RC entéo

2o = \/1/n—3 V/1/10-3

rejeitamos Hp.
Ou seja, ao nivel de significancia o = 5%, as duas variaveis estdao
fortemente e negativamente associadas.
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Teste de hipbteses para p.

Solugao (valor-p)
O valor-p é dado por
p=P(Z <z | Ho) = d(20).
mo, X = —0,049 j = 200,401, r = —— 1% ____ _
Como, x ) y ) V(52 =n%)(s,2—n-72)
—934,66—10-(—0,049)-(200,401) =-0,9896, p0 = —-0,8,n=10¢
/(942,57—10-(—0,049)2)(4960,45—10-(200,401)2)
r 1 —
7, = AnGE)- tn(ri) _ (o) 3n(3588) _ 4 o4 entéo o valor-p
€ dado por

V//n—3 V/1/10-3

p = ®(2)

Como p =0 < a = 0,05, entédo rejeitamos Hy. Ou seja, ao nivel de

significancia a = 0, 05, as duas variaveis estdo fortemente e negativamente
associadas.
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Intervalo de confianga para p.

Sejam
> Xi1,...,Xin valores amostrados da populagdo 1 N(u1,0%);
> Xo.1,...,Xs,n, valores amostrados da populagio 2 N(yz, 03);

» v =1 — « é o coeficiente de confianga. (Geralmente, v = 95%).
1 |n(M),l In( e

Note que Z = 2 ‘*;/1/%3("”) ~ N(0,1), e
Tin (=) — Lin (22
P (Za < 2 ( 7r) 2 (17p) < Z1a) =1-a.
2 1/!1—3 2

Entao o intervalo de confianga para p com coeficiente de confianga
~v =1 — « é dado por

exp {2 (Z% n13+§)} 71-exp {2 <z1,% n1_3+§>] -1
eyt O] ety )

emque ¢ =3In (%)

IC(p;v) =
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Intervalo de confianga para p.

Exemplo

Uma amostra aleatéria com n = 25 observagdes no tempo de falha do
componente eletronico e a temperatura no ambiente de aplicagdo em que os
componentes foram usados.Obteve-se r = 0, 83. Construa um intervalo de
confianga para p Use v = 95%.
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Intervalo de confianga para p.

Solugao

Noteque r=0,83,n=25e¢=1In (}—j) =1,19.

Primeiro vamos encontrar os quantis da distribuicdo normal padrao:
> o (z%) = (20005) = & = 0,025, entao 2,005 = —1,96;
> o (z1,%) =& (20975) =1— % = 0,975, entdo 75 = 1, 96.

Entao, o intervalo de confianga é dado por

1 1
exp [2 (Zg +£)} — 1 exp {2 (Z1_Q +£)} -1
1C(p; 95%) = 2 n:3 . 2 n—13
o Hzg / +§)]+1 o [2(21,g +g)
2 n—3 2 n—3
1 1
exp [2 (—1,96 +1,19>] — 1 exp [2 (1,96 +1,19)] -1
_ 25 -3 ) 25 -3
B 1 ' 1
(exp {2(—1,96\/ +1,19)]+1 exp[2(1,96\/ +1,19)}+1
25 -3 25 -3

=(0,65;0,92) .

Entéo, o coeficiente de correlagdo linear de Pearson esta entre 0,65 e 0,92
com coeficiente de confianga v = 95%.
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