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Objetivo

Caracterizagao probabilistica de variaveis quantitativas continuas. Neste caso, ndo existe
interesse interesse em atribuir probabilidades a cada valor individual da variavel e estamos
interessados em atribuir probabilidades para intervalos da variavel.

Para uma variavel quantitativa continua X, podemos construir o histograma que é valido para
uma amostra especifica. Para uma outra amostra da variavel quantitativa continua X na mesma
populagao, podemos obter um histograma ligeiramente diferente. A ideia é obter uma curva ou
uma fungao que aproxime bem o formato de todos histogramas, conforme ilustrado na figura.
Chamamos esta curva de fungao densidade de probabilidade ou simplesmente fungao
densidade.

Figura 1: Histogramas sobrepostos para diversas amostras da variavel X. A linha azul é a fungao
densidade de probabilidade da varidvel quantitativa continua X.

Densidade de Frequéncia

X
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Definicao

Modelo de probabilidade

Um modelo probabilidade para uma variavel quantitativa continua X é estabelecido quando definimos:
o os valores possiveis para a variavel quantitativa continua;
o a fungéo densidade de probabilidade.

Quando temos uma fungéo densidade de probabilidade associada a uma variavel X, dizemos que X é uma variavel aleatéria
continua para deixar claro que temos um modelo de probabilidade para X.

Definicao
Dizemos que f(x) é uma funcéo densidade de probabilidade para um varidvel aleatéria continua X se satisfaz duas condigdes:

Q >0

0 A &rea delimitada por f(x) e o eixo x é igual a 1.

Observacao

0 Note que P(X = x) =0, parax € [a,b],logo Pla< X < b)=Pla< X <b)=P@a< X <b)y=Pla<s<Xx<b).
Q A area sob a curva da fungao densidade de probabilidade ¢ igual a P(a < X < b) como ilustrado na figura 2.
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Definicao

Area sob a curva como probabilidade.

Fungéo Der]sidadelde Propabilidagﬂe

X
Figura 2: Probabilidade de uma variavel aleatéria continua X estar entre ae b. A area pintada no
gréfico é o valor de P(a < X < b).
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Exemplo

Num teste tradicional com criangas, o tempo em minutos para a realizagao de uma
bateria de questoes de raciocinio verbal e I6gico é uma variavel aleatéria continua T
com fungao densidade de probabilidade dada por

=4 eg<t<10,

340

f)=19 = 10<t<1
20 se 10 <t <15,
0, caso contrario.

Qual a probabilidade de uma crianga responder a bateria de teste entre 9 e 12
minutos?
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Exemplo

P(9 < X < 12) é area delimitada pelo grafico conforme figura 3.

Figura 3: Funcéo denside.

G g
©.0) 8 9 1:0 1:2 15 X
S 4 3
P(9<X§12):1.M+2.3
20
_ 7
16
= 0,4375.
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Medidas de dispersao e e de posi¢ao: variaveis aleatdrias continuas

Definicao

@ Média: E(X) = pu = [ xf(x)dx

@ Mediana: valor Md com a propriedade P(X > Md) > 0.5 e P(X < Md) > 0.5;

@ Moda: valor Mo tal que f(x) < f(Mo),Vx

@ Variancia: Var(X) = o® = [*_(x — p)?f(x)dx.
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Principais modelos para variaveis aleatérias continuas Modelo uniforme continuo

Modelo uniforme continuo

Uma variavel aleatéria continua X tem distribuigdo uniforme continua no intervalo
[a, b] se sua fungao densidade de probabilidade é dada por:

1
——, sea<x<b
f(x)y=<¢< b-a’ - =7
0, caso contrario .
Figura 4
f(x)
b—a
a b X

Notacao: X ~ Ula, b].
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Propriedades — modelo uniforme continuo

b+ a

Q Média ;= E(x) = 5

(b—a)y,

@ Variancia: 0% = Var(X) = TRt

b+ a

@ Mediana: Md = 5 ;

@ Moda Mo : é qualquer nimero em |[a, b].
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Principais modelos para variaveis aleatérias continuas Modelo uniforme continuo

Exemplo

Admite-se que uma pane elétrica pode ocorrer em qualquer ponto de uma rede
elétrica de 10km.

@ Qual a probabilidade da pane ocontecer nos primeiros 500 metros;

@ O custo do reparo da rede depende da distancia do centro do servigo ao local da
pane. Considere que o centro de servigo esta na origem da rede e que o custo é
dado pela tabela

Distancia em km | Custo

[0,3) R$200, 00
3,8) R$400, 00
[8,10] R$1000, 00

Qual o custo médio para reparar a rede?

Gilberto Sassi (IME — UFBA) Probabilidade 10/31



Solugéao:

Principais modelos para variaveis aleatérias continuas Modelo uniforme continuo

A fungao de probabilidade é dada por

Figura 5
f(x)
1
10.000
0 10.000
500 1
Q@ P(0< X <500) 70,000 — 20 0, 05;
3.000
P(0< X <3. = = ;
Q e P(0 < X < 3.000) 10‘00500000,3, 1
e P(3.000 < X <8.000) = — =-=0,5
2.000 101'000 2
e P(8.000 < X) = —

—_-=02
10.000 5
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Principais modelos para variaveis aleatérias continuas Modelo uniforme continuo

Exemplo - continuagao

Ou seja, temos uma tabela de distancia, custo e probabilidade dada por

Distancia em km Custo Probabilidade de pane dentro da distancia
[0,3) R$200,00 0,3
[3,8) R$400,00 0,5
[8,10] R$1000, 00 0,2

Entao podemos estabelecer uma variavel aleatéria discreta Y, custo de reparo, com
valores possiveis 200, 400 e 1000 e fungao de probabilidade

f(200) = 0, 3;
f(400) = 0, 5;
£(1000) = 0, 2.

e o custo médio é dado por
E(Y)=0,3-200+0,5-400+ 0,2 - 1000 = 460.

Ou seja, o custo médio de reparo para esta rede elétrica € de R$460, 00.
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Principais modelos para variaveis aleatérias continuas Modelo exponencial

Modelo exponencial
Uma variavel aleatéria continua X segue o modelo exponencial com parametro a se

sua densidade é dada por f(x) = ae™**, para x > 0.
Figura 6

o

Notacgdo: X ~ Exp(«)
13/31
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Propriedades — modelo exponencial

Q@ MédiaE(X)=p= l;

@ Variancia: Var(X) = 0% = —;
. log 2

@ Mediana: Md(X) = 0

@ Moda Mo = 0.
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Principais modelos para variaveis aleatérias continuas Modelo exponencial

Modelo exponencial

Uso

Modelagem de tempo até ocorrer um exemplo. Por exemplo: tempo até o 6bito, tempo
até uma falha de um equipamento, tempo até solicitagao ou ligacao, etc.

Calculo da area sob a curva
Seja X ~ Exp(«), seja ae bcom a < b < co entao
@ Se a> 0, entdo fab ae”“¥dx = g% — g~ b;

@ Se a<0,entao fab ae *dx=1—e P,
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Principais modelos para variaveis aleatérias continuas Modelo exponencial

Exemplo

Sabe-se que um paciente em estagio avangado de uma certa enfermidade vive em
média apenas em 120 dias. Qual a probabilidade de um paciente morrer antes de 90
dias?

Solugao: Pelo enunciado do exercicio, temos que E(X) = & =120, ou seja,
1

=120 = 0,008. Entao,

(0%
P(X < 90) = 1 — exp(—0, 008 - 90) = 0, 53.

ou seja, probabilidade do paciente morrer antes de 90 dias é 53%.
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Principais modelos para variaveis aleatérias continuas Modelo normal

Modelo normal
Dizemos que uma variavel aleatéria continua X tem distribuicdo normal com
parametro 1 e o2 se sua fungao densidade de probabilidade é dada por:
_ 1 (x — p)?
f(x) = > exp{ 552 , X€eR

Figura 7

%=1

f(x)
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Notacdo: X ~ N(u,c?).
Probabilidade
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Principais modelos para variaveis aleatérias continuas Modelo normal

Propriedade: modelo normal

f(x) é simétrica em relagdo a y;

f(x) tende a 0 quando x — +ooc;

E(X) = 1;

Var(X) = o%;

A moda e a medianda de X é y;
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b);
Se —o < a< b < oo, entdao

Q P(a<X<b):<b(b_“)_q)(a—#);

o o
Q P(X<b):¢(b%'u>;
em que os valores de ®(z) sao tabelados;
@ Sec<0,entdo ®(c)=1—d(—c);
@ Sec= —oo, entdo ¢(c) =0;
@ Sec = o, entdo d(c) = 1.
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Principais modelos para variaveis aleatérias continuas Modelo normal

Exemplo

Doentes, sofrendo de certa moléstia, sdo submetidos a um tratamento intensivo cujo

tempo de cura foi modelado por uma densidade Normal de média 15 e desvio padrao
2. Qual a proporgao desses pacientes demoram mais de 17 dias para se recuperar?

Qual o tempo maximo para a recuperagao de 25% dos pacientes?

Solugao: Note que X ~ N(15,4).

P(17 > X) =1 - P(X < 17)

17 - 15
=1-0

()
= ®(—1) =0,1587.

Ou seja, 16% dos porcentagens pacientes demoram mais de 17 dias para se
recuperar;

t—15 t—15
2

e PX<t=0 (T) =0,25,entdo e =-0,68¢e

t=-0,68-2+ 15 = 13,64. Ou seja, o tempo maximo para recuperagao de 25%
é de 2,651 dias.
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Aproximando a Fun¢ao de Distribuicdo Acumada de X ~ b(n; p).

Se X ~ b(n; p), entdo E[X] = np e Var[X] = np(1 — p). Neste contexto, podemos aproximar a distribuicdo normal usando a
distribuicao binomial conforme ilustrado na Figura. Mais especificamente,

F(x) = P(X < x) = P(Y < Xx)
emaque Y ~ N(np; np(1 — p)).

Figura 8: Aprroximagao da Fungao de Distribuigdo Acumulada de X ~ b(50; 0.3) pela Fungao de Distribuicdo Acumulada de
Y ~ N(50-0.3;50-0.3-0.7)

Fungao de distribuigao acumulada

000

Correcao da continuidade

Consiste em alterar em 0, 5 unidade o valor que se deseja aproximar a fungédo de distribuicdo acumulada. Mais especificamente,
para X ~ b(n; p)

F(x) =P(X <x)~ P(Y <x+0,5) e f(x)=P(X=x)=~P(x—-0,6<Y<x+0,5)

= mid - = =y
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Aproximagao Normal para o Modelo Binomial

Exemplo

Estudo do Sindicato dos Bancarios indica que cerca de 30% dos funcionarios do banco
tém problemas de estresse, provenientes das condi¢oes de trabalho. Numa amostra
de 200 bancarios, qual seria a probabilidade de pelo menos 50 com essa doenga?

Solucgao:
Note que X ~ b(200; 0.3) com E[X] =200 0.3 =60 e Var(X) =200-0.3-0.7 = 42,
entao
P(X >50) =1 — P(X < 50)
=1— P(X < 49)
~1— P(Y < 49,5)

49,5 — 60
Y il
(%)

=1-—d(-1,62)
=0,9474

Observe que P(X > 50) =1 — P(X < 49) = 0,9494.
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Distribuicao amostral

Distribuigao amostral: motivagao

Imagine que um professor tem uma turma com 30 alunos. As notas finais destes 30 alunos estdo na Tabela 1. Este professor esta
com tempo limitado e decidiu analisar o desempenho de 5 alunos ao final do curso. Existem 142.506 maneiras de selecionar
esses cinco alunos. Na Tabela 2, mostramos dez amostras diferentes com cinco alunos. Note que cada amostra tem uma média
diferente. A ideia é que a média é uma variavel (valor diferente em cada amostra) que denotamos por X.

7,29 7,19 7,15 5,54 5,93 5,53 6,44 6,27 8,16 5,72
4,84 4,63 6,11 7,10 3,37 7,36 6,70 5,70 6,31 7,64
5,89 8,82 7,77 7,93 5,24 6,08 5,77 6,57 6,00 6,14

Tabela 1: Turma com 30 alunos.

Amostras \ Aluno 1 Aluno 2 Aluno 3 Aluno 4 Aluno 5 \ Média da amostra
Amostra 1 7,19 8,82 5,54 6,70 6,11 6,87
Amostra 2 7,36 4,84 6,31 6,27 7,29 6,41
Amostra 3 577 6,57 6,44 8,16 7,93 6,97
Amostra 4 6,44 7,29 5,77 3,37 6,11 5,80
Amostra 5 6,14 7,36 3,37 6,70 7,10 6,13
Amostra 6 8,82 6,31 7,36 5,77 5,72 6,80
Amostra 7 7,10 7,93 4,84 6,44 5,93 6,45
Amostra 8 7,10 5,72 7,36 5,77 4,84 6,16
Amostra 9 6,44 6,14 7,64 6,08 5,70 6,40
Amostra 10 6,00 7,77 5,53 5,24 7,15 6,34

Tabela 2: Dez amostras com cinco alunos com a média.
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Distribuicao amostral

Distribuicao amostral de médias de notas.

Média da populagao Média da populagéao
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Figura 9: Médias das amostras: demonstragdo do teorema central do limite.
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Distribuicao amostral

Distribuigao amostral: motivagao

Considere a variavel discreta X com suporte e funcao de probabilidade dada pela

Tabela 3. Na Tabela 4, apresentamos dez amostras com cinco valores. Note que cada
amostra tem uma média que nao precisa ser um ndmero inteiro. A ideia & que a média

uma variavel aleatéria (valor diferente em cada amostra) que denotamos por X.

Tabela 3: Variavel discreta X com suporte e funcao de probabilidade.

1

2

3

4 5

f(x) | 0,1

0,4

0,05

0,05

0,3 0,1

Tabela 4: Dez amostras de uma variavel quantitativa.

Amostras | Valor 1 Valor2 ~ Valor3  Valor4  Valor5 | Média
Amostra 1 4 1 1 4 1 2,20
Amostra 2 1 0 1 1 4 1,40
Amostra 3 4 4 5 3 4 4,00
Amostra 4 4 1 5 4 4 3,60
Amostra 5 4 5 1 4 1 3,00
Amostra 6 0 1 0 1 0 0,40
Amostra 7 5 4 4 4 1 3,60
Amostra 8 2 3 5 5 2 3,40
Amostra 9 4 4 3 4 1 3,20
Amostra 10 1 1 4 1 5 2,40
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Distribuicao amostral

Distribuicao amostral de médias da variavel discreta X.
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Figura 10: Médias das amostras: demonstracdo do teorema central do limite.
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Teorema central do limite

Teorema central do limite

Ideia

Para um tamanho de amostra suficientemente grande, a distribuicdo de X pode ser
aproximada por uma distribuicdo normal, independente do modelo de probabilidade de
X;.

v

Teorema central do limite (amostras grandes)

Considere uma populagdo com média 1 e o°. Suponha que temos uma amostra
Xi, ..., Xn, entao

2
X ~ Normal <u, %) )

Propriedade IMPORTANTE da distribuicdo Normal

Se x1, ..., Xm valores observados da variavel aleatéria X ~ N(u, 02), entdo
X ~ Normal <M7 "—:)
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Teorema central do limite

Exemplo

Em um estudo da altura de pacientes, escolhemos 10 pacientes. Sabemos que a
altura dos pacientes tem distribuigado normal com média 185cm e desvio padrao 40cm.
Qual a distribuicido de X? Qual a probabilidade da altura média dos pacientes
escolhidos ser maior que a média populacional?

Solucgao:

@ X ~ Normal (185 40

, %) ou seja, X ~ Normal (185, 4).

o
P(X >185) =1 — P(X < 185)

185 — 185
e((2)

=1-9(0)=1-0,50=0,50
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Teorema central do limite

Exemplo

Considere uma variavel aleatéria discreta X : Q — R que assume os valores 3,6, e 8
com, respectivamente, probabilidades 0, 5; 0, 3, e 0,2. Uma amostra de 40
observacgoes é sorteada, qual a probabilidade da média da amostra ser maior que 5?

Solugao: Primeiramente, note que

1n=0,5-3+03-6+0,2-8=4,9,
02=0,5-(3-4,92+0,3-(6—4,92+0,2-(8—4,9)2=4,09.

Usando o Teorema central do limite, temos que X ~ N (4, 9; 4;189> e

P(X >5)=1-P(X <5)

:1_¢<5_4,9>
/4,09
40

=1-9(0,32) =1-0,6255 =0,37.
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Teorema central do limite Distribuigao Bernoulli

Exemplo

Distribuicao Bernoulli
Lembre que E(X) = p e Var(X) = p(1 — p).

Exemplo

Suponha que a prevaléncia do virus HIV na Africa Subsariana é 10%. Um médico
selecionou 40 pacientes desta regido. Qual a probabilidade de no maximo 20%

desses pacientes estarem infectados pelo virus?
Solucgédo: Pelo Teorema central do limite, temos que p ~ N (O, 1; %) Logo,

temos que

0,1-0,9
40

= (2,11) = 0,9826

Pp<0.2)— o (0201>
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Teorema central do limite Distribui¢éo poison

Exemplo

Distribuigao poison
Lembre que E(X) = A e Var(X) = A.

Exemplo

A emisséo de particulas radioativas alfa de um isétopo em um minuto € modelada
através de um distribuigao poison com média 5. Um fisico analisar cinco amostras
desse is6topo e observou o nimero de particulas alfa emitidas para uma amostra com
observagoes xi, X2, X3, X1, Xs. Qual a probabilidade da média de particulas emitidas
nessa amostra com cinco valores ser maior que seis?

Solucao: Pelo teorema central do limite, temos que X~ N (A, %) Entao

P(X>6)=1-P(X<6)

10822

5
5
—=1-®(1)=1-0,8413 =0,1587

4
= = = SaReme
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Teorema central do limite Distribuigéo exponencial

Exemplo

Distribuicao exponencial

Lembre que E(X) = L = e Var(X) = # =12

@

Exemplo

Uma indUstria fabrica lampadas especiais que ficam em operagao continuamente. A
fabricante afirma que as lampadas duram em média 8000 horas. Um érgao de controle
teste 10 lampadas. Assumindo que o fabricante diz a verdade, qual a probabilidade do
6rgao regulador obter uma média de no maximo 7000 horas para a amostra?

_ 2
Solucao: Pelo teorema do limite central, temos que X ~ N (u: %) Entéo,

7000 —pu | _ o | 7000 — 8000
U2 80002

n 10
= $(-0,4)
=0, 3446.

P(X < 7000) = ¢

&
) = — = =TT
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